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ПРЕДИСЛОВИЕ1)

Работа эта состоит из двух частей. Первая часть пред
ставляет собою аналитическое изложение основ плоской кине
матической геометрии на основании свойств движения плоской 
неизменяемой системы точек в своей плоскости. Первая часть 
содержит семь глав.

В главе I устанавливается, что свойства кржых I - го 
порядка (по Rafy) могут быть установлены кинеметически. 
Предложение это (см. теорему I, главу I) выясняет общий 
метод плоской кинематической геометрии.

Главы II и III посвящены кинематическому методу постро
ения нормали и понятию о базе и рулетте.

В главе IV - й автор приводит различные методы построения 
центра кривизны Mannheim’a и устанавливает метод построе
ния центра кривизны при помощи теоремы II.

В главе Ѵ-й излагается новое доказательство теорем о 
замечательных окружностях, обнаруживающее особенность 
мгновенного центра I - го порядка, как точки окружности изги
бов и центров, к которой он принадлежит. В этой же главе 
устанавливается аналитический метод кинематического иссле
дования особых точек плоских кривых.

В ѴІ-й глайе приводится кинематическое исследование раз
личных кривых (эпициклоиды, конхоиды, циклоиды, подэры и др.).

В этой статье автором приводится также полученное им 
предложение, обобщающее основные предложения плоской ки
нематической геометрии и обнаруживающее их взаимообрати
мость (см. гл. VII).

*) I —VI гл. изложены в статье под тем же наименованием, напе
чатан. в «Изв. Екатеринославского Горного Института» за 1923 г., преми
рованной ВУКСУ в 1925 г.

Глава VII изложена в статье: <06 одном дуалистическом принципе 
и его приложениях», премированной ВУКСУ- в 1925 г.
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Часть И состоит из четырех глав. В VIII-й главе уста
навливается несколько теорем о плоском треугольнике с мни
мыми и вещественными элементами, при помощи которых в 
IX-й главе устанавливаются основные свойства перемещения 
гомографически и в частности подобно-изменяемой системы 
точек. В Х-й и XI-й главах исследуются плоские кривые, на 
основании свойств перемещения плоской изменяемой системы 
точек в своей плоскости.

.■'-г-



ВВЕДЕНИЕ

До восемнадцатого столетия области исследования меха
ники и геометрии были крайне обособлены. Обособленность 
эта была устранена Эйлером, высказавшим мысль о возмож
ности изучить движение независимо от вызывающих его сил.

Механика и геометрия вследствие этого сближаются : гео
метрические методы и свойства вводятся в общую теорию 
движения.

Сближение это, начатое Эйлером, впоследствии углубля
ется при взаимном проникновении различных методов. В ре
зультате— на ряду с численно и качественно возрастающими 
геометрическими исследованиями свойств движения — ряд иссле
дований геометрических фактов при помощи кинематических 
методов. Ряд этот и называют «кинематической геометрией».

Мысль о возможности изучать некоторые свойства дви
жения, независимо от производящих его сил, впервые выска
зана Euler’oM в мемуаре: «Formulae generales pro translatione 
quacumque corporum rigidorum», помещенном в «Novi Commen
tarii Academiae Petropolitanae», t. XX, p. 1891). Впоследствии 
Карно2), Вронский3) и Ампер4 5) указали на чисто геометри
ческие методы исследования движения. Вронский, по мнению 
Трансона6), впервые назвал науку о движении, независимо от 
производящих его сил,фрономией. Ампер6) предложил для этой 
науки название «кинематики» от греческого слова «xwj/ra».

J) Note sur l’origine de l’idée de la cinématique. M. Liguine.
’) «Essai pour les machines en général». Nouvelle édition, Dijon. 1786.
3) Wronski. «Système architectonique absolu de l’éncyclopedie du sa

voir humain».
4) Ampère. «Essai sur la philosophie des sciences», an 1838, première 

partie, p. 50.
5) Transon. «Loi des series de Vronski ; sa phronomie». Nouvelles 

annales de mathématiques, deuxième serie, t. XIII, an 1874, p. 305.
6) «Essai sur la philosophie des sciences», an 1838, p. 52.
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Резаль]) делит кинематику на 2 части : теоретическую 
и прикладную, и первую называет «cinématique pure» (чистой 
кинематикой). Впоследствии чистая кинематика также подвер
гается дроблению, выделяя из себя «кинематическую геомет
рию» 2), которую впоследствии делят на плоскую, сферическую 
и в пространстве3).

Первой основной теоремой кинематической геометрии 
нужно считать предложение Бернулли4) о том, что всякое 
бесконечно-малое движение неизменяемой плоской ¡'фигуры в 
своей плоскости эквивалентно вращению вокруг определенной 
точки этой плоскости.

Свойствами движения впервые воспользовался Декарт5)» 
который построил касательную к циклоиде. В 1827 году Коши 
в своем мемуаре : «Sur les mouvements que peut prendre un sy
stème invariable libre, ou assujeti à cerlaines conditions» 6) пока
зывает, что перемещение фигуры в своей плоскости может 
быть получено катанием одной кривой по другой. Мысль эта 
более ясно выражена у Шаля в его мемуаре : «Mémoire de géo
métrie sur la construction des normales à plusieures courbes méca
niques» 7).

B 1830 году8) Шаль доказал теорему Бернулли в самом 
общем виде, а в 1861 году9) он указал, что теорема эта 
справедлива и для случая конечного перемещения.

Из этих теорем Шаль выводит известный метод постро
ения касательных к кривым, механическое происхождение кото
рых известно. Впоследствии Бресс, Aronhold, Transon, Mannheim, 
Лигин, Creiler и др. занимаются исследованием центров кри-

’) Resal. «Traité de cinématique pure», an 1862.
2) Aronhold. «Vorlesungen über kinematische Geometrie». Verhand

lungen des Vereins zur Beförderung des gewerbfleises in Preusen. 1872.
3) «Principes et développements de géométrie cinématique». A. Mann

heim, Paris, 1894.
4) «De centro spontaneo rotationi». Opera, 1742, t. IV.
6J Lettres, edit. 1724, t. Il, p. 39.
6) «Oevres complètes d'Augustin Cauchy», 2-éme serie,t. VII,p. 101.
7) «Bulletin de la société mathématique de France». 1872.
8) «Bulletin de sciences mathématiques de Ferrnsac», t VII, p. 353.
9) «Propriétés relatives au déplacement fini quelcondue dans l’espace 

d’une figure de forme invariable». Comptes rendus. T. LI et LII an 1860 
et 1861.



визны, огибающих и других свойств кривых на основании тео
рем о перемещении плоской неизменяемой системы точек в 
своей плоскости. Эти исследования и составляют содержание 
кинематической геометрии, развитием которой наука, главным 
образом, обязана А. Mannheim’y.
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Глава І

О ПЛОСКИХ КРИВЫХ И ИХ СВОЙСТВАХ, УСТАНА
ВЛИВАЕМЫХ КИНЕМАТИЧЕСКИ

Кривые, описанные точками плоской неизменяемой фигуры 
при ее перемещении в своей плоскости, будем называть кине
матическими.

Установим условия, которым удовлетворяют кинемати
ческие кривые.

Пусть задано перемещение плоской неизменяемой системы 
точек в своей плоскости, т.- е. заданы :

X — а £ cos а — tjSina', \ 
у — b-\-Ç sina-{-r¡COSa; J

где (х, у) — неподвижные координаты, (£,r¡)— подвижные коор
динаты, {а, tí)— координаты подвижного начала О', а — угол, 
образованный подвижной и неподвижной
осью абсцисс (см. чертеж 1).

Пусть, кроме того, заданы два усло
вия, определяющие данное перемещение :

Fj (а, b,a) = 0; F2(a,b,a) = 0 . . . (2)
то, исключив а, b и а из (1) и (2), найдем 
кривую, описанную при данном переме
щении плоской неизменяемой системы то
чек в своей плоскости. Итак, кривая, удо
влетворяющая (1) и (2),— кинематическая.

Подбирая соответственным образом
условия (2), получим ту или иную кривую ; например, любая 
наперед заданная алгебраическая кривая может быть воспро
изводима при перемещении коленчатого параллелограмма.

Установим предложение, содержащее общий метод плоской 
кинематической геометрии и обнаруживающее свойства кривых, 
подвергаемых кинематическому исследованию.
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Лемма I. Пусть

X = а -f- § cos а — г] sin а 
y — b-}-l;Sina-\-r]C0Sa ........................ (3)

где а — независимый параметр, а и b — функции этого пара
метра, £ и г] — переменные, от а независящие..

Тогда при] данном а существует вполне определенная си
стема точек: (Xj, Уі), (x2,y2),......... > (хя, уп), для которых
справедливы соотношения :

dx

II о __
1

í¿-1 =-апУ-п
[da da J *1, Уі [dan dan J

В самом деле, дифференцируя (3) і раз, найдем :

íZ'x
da‘

d'a , . f i in\ . í , Ія :_ + {cœ a+ 2 -„su, [„+ 2

dy d‘b ... f і in\ , Z , inda' “ da‘ + 'Sm V“+ 2 ) + V C°S ( ° +

где і = 1, 2,..., n.

(4)

Приравняв эти выражения] нулю, получаем «я» определен
ных и совместных систем уравнений в отношении £ и rj\ сле
довательно, существует п точек (£,-, r¡i), для которых правые 
части (4) обращаются в нуль.

Тогда, в силу (3), существует также п точек (xz, y¡), для 
которых левые части выражений (4) обращаются в нуль.

Замечание I. Т. к. соотношения (3) определяют переме
щение плоской неизменяемой системы точек в своей плоскости,

а точка (xz, yz), для которой d¡x _ dy 
da' da1 =0, есть мгновенный

центр і - го порядка, то лемму 1 можно выразить так :
«При перемещении плоскости в самой себе в неподвижной

плоскости образуются мгновенные центры г-го порядка, где 
і = 1, 2, . . , п.»

!) Символ 

в точке (И/г, ѵА).

dku dkv
djb dj* обозначает, что

dku - dk~ - a
dj* dj



и

Это — обычная формулировка предыдущего предложения в 
курсах кинематики. Точки r¡i) называются подвижными мгно
венными центрами.

Лемма II. Пусть

X = а 4-1 cos а — r¡sina\ 
у ^b^^sina^rr¡COSa\

где а, Ь, Z, г}, а определяются, как в предыдущей теореме.
Тогда переменная U, определенная соотношением:

и = Ф{ X, у, dx
da’

dnx dy dny\
’ da”’ da’ • • ' ’ da”J ‘

может быть выражена:

U = У (х, у, Хі, Уі, . . . , х„, у„),
где Хі, у і — мгновенный центр г-го порядка.

Подставив в соотношения (4) их корни, найдем 2п соотно
шений :

rf'x
da'

dy
da1

_ (xi, yi)

d'a , [ .in¿-ai + ^i cos(« + ■ Vi sin a +
171

• (6)

(хі, yí)
dai+tiSiníay- ! іл

2 2

= 0

= 0

откуда в силу (4) имеем:

= (f — &) cos Ça + ) — fa — VÒ sin Ça + Z J)

¿5 = (f — Zi) sin Ça + y) + fa — Vi) cos Ça + -y)

Подставив в (2) вместо х, у, Z, ѵ координаты x¡, y¡, 
мгновенного центра /-го порядка,- найдем:

х\ = а -ф- Zi cos а — Гц sin а 1 
Уі = Ь-\- Zi sin a-{-r¡i cos а } ‘ ?

откуда на основании (3)
X — Xi—(Z — Zi) cos а — (r¡ — гц) sin а 
у — у І ={Z — Zi) Sin a + fa — Vi) COS a

• (7)

Zi, Vi

• (8)
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или
£ — s і — (x — Xz) COS a 4- (у — yz) sin a 

r] — ru — — (X — Xz) Sin a -j- (y — yz) COS a
} • • .(9)

Тогда (7) перепишется:

1 ... (10)

Вставив (10) в (5), найдем;

U = Ч'{х, у, Хі, Уі, . . . хл, у„) 01)
Теорема І. Все задачи о свойствах я-го порядка1) кри 

вых имеют кинематическое решение.
В самом деле, из (7) и (13) следует:]

- f dx d"x dy d"y
\Х’ У da’ • • ’da"’ da’ ' ' ’da",

= Ф (x, y, xb Уі, . . . xn, yn)
. • (12)

где Ф может выражать любое соотношение плоской диффе
ренциальной геометрии, a x, у — координаты мгновенного 
центра /-го порядка.

’) Под свойствами п-го порядка кривых подразумеваем, согласно 
Rafy, свойства, которые выражаются алгебраическими функциями от про
изводных n-го порядка (нормаль, касательная, радиус кривизны и др.).



Глава II

О НОРМАЛЯХ И КАСАТЕЛЬНЫХ К КРИВЫМ, ОПИСАННЫМ 
ПРИ ПЕРЕМЕЩЕНИИ ПЛОСКОСТИ В САМОЙ СЕБЕ .

Теорема I. Нормаль к кривой в данной точке проходит 
через мгновенный центр 1 - го порядка, соответствующий дан
ному перемещению.

На основании (10) можно написать:

dx dy
da^yi-Г’ ~da = x~x'-

Исключая из нашего рассмотрения случай = 0 или у, da
когда данная точка совпадает с м. ц. 1 п. с. д. п. ?),
то очевидно, что

dy _х — х1 
dx^yi—y’

т.- е.
(X —X,) dx + (y—yJdy = O, 

что и требовалось доказать.
Замечание I. Из этой теоремы вытекает метод постро

ения касательных к кривым, механическое происхождение ко
торых задано. Метод, этот обнаружен Шалем* 2) синтетически. 
Установим ряд предложений о построении м. ц. 1 п. с. д. п., 
определяющего нормаль и касательную в данной точке опи
санной кривой.

Теорема И. Касательная к кривой Е, огибающей последо
вательные положения кривой С, неизменно связанной с плоской

*) М. ц. 1 п. с. д. п. — мгновенный центр 1-го порядка, соответству
ющий данному перемещению.

2) См. Hachette. «Historie des machines à vapeur».
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неизменяемой фигурой, перемещающейся в своей плоскости, 
совпадает с касательной к кривой С в точке ее соприкосно
вения с кривой Е.

В самом деле, изменение положения кривой С зависит от 
изменения параметра а, характеризующего данное переме
щение, так что последовательные положения, которые зани
мает при перемещении кривая С, представляют собою семей
ство кривых, зависящих от одного параметра. Вследствие этого 
кривая Е, как огибающая, имеет общую касательную с оги
баемыми.

Теорема III. Точки, в которых кривая С, неизменно свя
занная с перемещающейся фигурой, касается огибающей по
следовательные ее положения — основания нормалей к кривой С, 
проходящих через м. ц. 1 п. с. д. п.

Справедливость этой теоремы непосредственно следует из 
предыдущих двух предложений.

Теорема IV. Если кривая С, принадлежащая фигуре, пере
мещающейся в своей плоскости, при любом ее положении про
ходит через неподвижную точку, то м. ц. 1 п. с. д. п. лежит 
на нормали к кривой С в этой точке.

В самом деле, рассматривая неподвижную точку, как оги
бающую последовательные положения кривой С, которую она 
занимает при перемещении, эта теорема получается из преды
дущих.

Нетрудно убедиться в справедливости следующих теорем.
Теорема V. Точка пересечения нормалей к траэкториям, 

описанным двумя точками плоской фигуры, перемещающейся 
в своей плоскости, — м. ц. 1 п. с. д. п.

Теорема VI. Точка пересечения нормалей к огибающим 
последовательных положений кривых, неизменно связанных с 
плоской неизменяемой фигурой, перемещающейся в своей пло
скости,— м. ц. 1 п. с. д. п.

Теорема VII. Точка пересечения нормали к траэктории 
точки, принадлежащей перемещающейся фигуре, и нормали в 
неподвижной точке к кривой С, проходящей при любом поло
жении фигуры через эту точку,— м. ц. 1 п. с. д. п.

Теорема VIII. Точка пересечения нормали к траэктории 
точки перемещающейся фигуры и нормали к огибающей после
довательные положения кривой, неизменно связанной с плоской
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неизменяемой фигурой, перемещающейся в своей плоскости,— 
м. ц. 1 п. с. д. п.

Теорема IX. Точка пересечения нормали в неподвижной 
точке к кривой С, проходящей при любом положении фигуры 
через эту точку, и нормали к огибающей последовательные 
положения кривой, неизменно связанной с перемещающейся 
в своей плоскости неизменяемой фи
гурой,— м. ц. 1 п. с. д. п.

Пример I. Нормаль к эллипсу.
Рассмотрим прямое Карданово

движение, осуществляемое несгибае
мым и нерастяжимым стержнем АВ, 
перемещающимся в плоскости хОу 
(см. черт. 2), так что концы его А 
и В скользят по неподвижным пря
мым Ох и Оу. Пусть длина АВ выра
жается с. Пусть подвижная ось 
у-ов совпадает с АВ, подвижное 
начало — с точкой А, подвижная ось
X-ов — с перпендикуляром к АВ в точке А, т.-е. с А£.

Тогда уравнения (1) в этом случае запишутся:

х = а — r¡ sin <г, у = r¡cosa........................ (13)

где а — <£Ах, а и b — абсцисса и ордината начала подвиж
ных осей, а соотношения (2) выразятся

Ь = О; а2 с2 cos2 а — с2
Откуда

у2 у2
__ (-■'-=1

(с-- Ì])2 ' Г? ’

(14)

т.-е. всякая внутренняя точка стержня АВ описывает эллипс. 
Для построения нормали к эллипсу, описанному точкой М,

соединяем М сОі — точкой пересечения перпендикуляров к Ох 
и Оу, которая на основании V - й теоремы — м. ц. 1 п. с. д. п.

Пример II. Нормаль к циссоиде и строфоиде.
Пусть угол OSD перемещается в своей плоскости так, что SD

скользит по AB, а SO проходит через неподвижную точку О, 
причем SD = О А (см. черт. 3).
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Тогда, как известно, S описывает строфоиду, М — сере
дина прямой SD описывает циссоиду1). Восстановив перпенди

куляры к АВ и OS в D и О, по
лучим точку их пересечения Оь 
которая по теореме VII — м. 
ц. 1 п. с. д. п.; следовательно, 
OjS и OíM — нормали к стро
фоиде и циссоиде в точках 5 и М, 

Пример III. Пусть неко
торая прямая ОМ, принадле
жащая фигуре, перемещающейся 
в своей плоскости, постоянно 
проходит через неподвижную 
точку О, а Н — одна из точек 
фигуры — описывает прямую АН 
(см. черт. 4).

За начало неподвижных прямоугольных осей берем точку О, 
прямую Ох_\_АН за неподвижную ось абсцисс, точку В — пе
ресечение АН с ОМ — за подвижное начало прямоугольных

осей, а ПВ— за подвижную ось ординат; кроме того, обо
значим £Ох = а, а отрезки ОА и НВ, неизменные при переме
щении, обозначим: ОА = р', HB — q.

Тогда точка Н(о, q) описывает прямую х — р, что выра
жается соотношением :

р — а 4- è cos а — Г) sin а,
’) Возможность получать циссоиду при перемещении плоскости в 

самой себе обнаружена Ньютоном ; см. «Journal de l’école polytechnique», 
Cahier XXXV.



т,- e.
fl = p4-^SíZ7a................................ (15)

Условие, что неподвижная ось постоянно проходит через 
неподвижное начало, запишется :

b = a tg а.................................... (16)
Условия же:

[х —а -J- f cos а — r¡ sin а 
у =, I-1 sin а -j- COS а 

в этом случае запишутся:
х = р-\-qsina-\- Ь 'osa — rjSina 
y — (p-\-q sin a) tga £ sin a + p COS a

Откуда
[(x — P) У — ]2 + [(x — P) * + (<7 — v) »?]2 = [ *£ + (q — »?) У ]2

Для точки (£ = 0, r¡ = 0) уравнение это запишется:

(х2+у2) (х —р)2 = ?2у2,

которое в полярных координатах перепишется :

qsin&-\-p
COS0

и выражает конхоиду Nicomède’a.
Нормаль к конхоиде строится следующим образом. Так

как АН — траэктория точки Н, а OB постоянно проходит 
через неподвижную точку О, то Оі — точка пересечения 
ОіН_\_АВ и OOjJ_Oÿ — мгновенный центр 1-го пор., а нор
малью служит прямая, соединяющая Оі с данной точкой.

Пример IV. Найдем огибающую касательных к различ
ным кривым, описанным всеми точками одного и того же луча, 
который, при перемещении в некоторой плоскости, во всех 
занимаемых им положениях проходит через неподвижную точку 
0' ; иначе говоря, нужно найти огибающую семейства конхоид. 
Пусть O’L— данный луч, точка которого D описывает пря
мую OD. Тогда J точка пересечения JD _]_OD и JO' _]_OL’— 
м. ц. 1 п. с. д. п.

Нормали к траэкториям, описанным точками М и Р— 
прямые JP и JM, а МК и PK'— касательные к этим кривым,
2. И. Е. Огиееецкий

лк*
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число которых не ограничено, как и число точек луча O'L 
(см. черт. 5).

Прямой угол JMK, неизменный при перемещении, сторона 
которого JM при всех положениях, занимаемых фигурой, про

ходит через неподвижную 
точку ), а вершина угла М 
описы іает прямую O'L, С — 
точк': пересечения JC с MC — 
м- д. 1 п. с. д. п. Поэтому 

j4Ka касания К — основа
ние перпендикуляра, опущен
ного из С на МК. Геометри
ческое место точек касания 
«К» -- искомая огибающая (Е).

Для вывода уравнения 
этой кривой примем за оси 
координат JO’ и O'L, обо
значив координаты точки К

через X и у, а< >, 10' — через а. Тогда:

у = KS = KR + RS = 20'М
ибо KR — О'М (из равенства Д - ob KRC и МJO'), &RS — О'М ; 
следовательно,
y = 2O’Jtga,x = O'S=MR — KRtga = — 2̂ytga — — O'J tg2 а;

откуда
у2 = ïO'Ji tg2 а — — 40' Jx ; 

обозначив O'J = k, найдем:
у2 — — 4 fcc.

Итак, искомая огибающая — парабола, касательная к O'L 
в точке О', фокус которой совпадает с точкой J.



Глава 111

О БАЗЕ И РУЛЕТТЕ

При кинематическом исследовании кривых очень важное 
значение имеют мгновенные центры, не только, как дискретные 
точки, но и как геометрические места.

Геометрическое место мгновенных центров 1 порядка, 
соответствующих данному перемещению, называют базой, а 
геометрическое место точек подвижной плоскости, при пере
мещении совпадающих с мгновенными центрами, называют 
рулеттой.

Установим соотношения, выражающие базу и рулетту, 
соответствующие данному перемещению или перемещению, 
при котором описаны исследуемые кривые.

Соотношения (6) для 1 = 1 запишутся:

da
da
db
da

■ f ! Sin a — rnCOSa~Q

HiCOSa — risiila — 0

откуда, на основании (8), мы имеем :
da
da
db
da

-¡¡-(у.-Ч-о

-)- (Xi — a) = О

(18)

(19)

Исключая а, b, а из (18) и (2), найдем:.
Ч> (£і> %) = О

т.-е. уравнение рулетты.
Исключив же а, Ь, а из (19) и (2), найдем:

Уі) = О
т.-е уравнение базы.

2*
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Установим ряд свойств базы и рулетты.
Теорема I. Всякое перемещение плоской неизменяемой 

системы в своей плоскости влечет катание рулетты по базе. 
Пусть точка М — м. ц. 1 п. с. д. п. (см. черт. 6) ; сле

довательно, неподвижные координаты ее — 
y¡, а подвижные — r¡¡ ; пусть отрезки базы
и рулетты изобразятся :

МС1 = Si ; МС2 = s2.

Покажем, что
dsi ds2
dt dt

dxi dyi dii 
da’ da’ da 

Диф-уя (19), находим:
d2a ( dy

.2 \

Черт. 6

для чего найдем dm
da

da?

d'2b
da?

da
db
da

idxi_ da\
\da da)

Из (8) на основании (6) для і = 2 найдем : 
d2a . . п d2b . ,,

Тогда на основании (20) можно написать:
- аУі _ V ... dxi 

da - *2 

Диф-уя (18), найдем:
d2a dii . „ dm „ i n. , sina — iiCOSa---- T-CûSct-j-7?iSzna = 0fla2 da da
d2b 
da2

■X''~da=y' У2

dii „ . dm
"daC0Sa~^ Sltla— da sina’~% C0Sa = ° 

которые на основании (8) [для і = 2] запишутся :

dii(І2 — fi) COS a — (m — m) sin a — 1 sin a — ^COSa — 0
da

dii

da

dm(І2 — ii) sin a-\-(r¡2 — m) C0Sa-\-^ COS a — sin a = 0

(20)

(21)

(22)

(23)

= 0

0

0

(24)
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откуда
dm _ t t . dm 
da 42 fl’ da .................... (25)= m — m

поэтому на основании (11)

= (x2 —Xjp + in—y2)

/ (£)’=/ ©’

или
dSf_ ds2

~dt ~ dt

Замечание. Нетрудно убедиться в справедливости обрат
ной теоремы.

Теорема II. База и рулетта, соответствующие данному 
перемещению, имеют общую касательную и нормаль в м. ц.
1 п. с. д. п.

В самом деле, из (22) и (25) следует, что уравнение каса
тельной к рулетте

dm (»?і - m) — = Q.................... (26)

и уравнение касательной к базе :

dyi(yi— у2) — dx,(x2 — х,) = 0 .... .(27)

Теорема III. Мгновенные центры 1-го и 2-го пор., соот
ветствующие данному перемещению, лежат на общей нормали 
к базе и рулетте.

В самом деле, из (28) следует, что:

dy¡ (Уі — у2) + dxt (х2 — X,) = 0.

Теорема IV. Пусть Qb— радиус кривизны базы в данной 
точке, Oìt О2, О3— соответствующие мгновенные центры первых 
трех порядков, тогда

ОА2____
О2О3 cos (OjO2, О2Оз)

0* —
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Диф-уя (20),

d3a . d2y1_d2b^Q 
da3 da2 da2
d3b i d2x, d2a _

{ I /7^.2 /У/-.2

но из (6) для z = 3, найдем:

d3a
da3
d3b
da3

—J— I3 Sit! OL —}— Туз COS OL -— 0

— Із COS a-\-r¡3 Sin а = 0

которые, на основании (8), запишутся:

d3b
(bl3

— (x3 —ö) = 0

Из (21), (28) и (30) находим:

d2Vi d2Xi
da2 = ^~^ Та2=Хі~Хз

T. K.

dx
da
i+ÖT'-

(dxS + dyWIt
вь d2y1dXi — d2Xiáyi~~¿2yl ¿Xl _d2xr dyC 

da2 da da2 da

то на основании (22), (31) и (32) запишется

{ (х2 — X,)2-j-(y2—у,)2 } 3/2 
(Уг — Уз) (Уі—Уг) —(Х2 —Хз) (х2 —X]) ‘Qb

Т. к.
(Х2 — X,)2 + (у2 —Уі)2 ОА2 

а, с другой стороны,
(Уг—Уз) (Уі—У2) i (Х2 —Хз) (X,— х2)

О2О3

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)

(33)

cosiO^yycosifl^y}-^-О,О2 O2O3 OyO<¿
+ cos (О2О3, X) cos (O1O2, Х) = cos (О2О3, О,кО2).
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(34)

поэтому (35) перепишется :
_ оД2

6ь ~ О2О3 cos (О]О2) О2О3)

Теорема V. Пусть ог— радиус кривизны рулетты в данной 
точке, а Оп О2,О3— соответствующие мгновенные центры первых 
трех порядков, тогда:

=_________ О,Р22
~г О2О3 cos (OjO2,O2O3) -J- О2Оі

Диф-уя (18), найдем

da3*"1“ ~~ da
d3a d2p . d^i d2t]i . dr¡i . , d2b n
dâ2 - sina~ C0S a ~ C0S a + dn sina+ = °
d3b . d2i,J? COS ada3 1 da2

dÇi d2>]¡ .- . Stia— . sitiada da2
dm Cosa-

da2

d2a
da da2

Отсюда, на основании (8) для і — 2 и (25), найдем :

d2£, . d2n, . . . . „ „. ,
—н 2 szzzct— . 2 eos a sin a (£2 — £з 4~ £2 — £i)4~

0

+ COS a (i]2 — í?3 +1)2 — r¡i) = 0

^COSa— sin a — COS a (£2 — £3 -J~ £2 —
(la.2 UCC2

+ Sin a (r¡2 — r¡3 + % — í?i) = O
так что

d2£i £ - i s e ^2>?i _ i+ da2-m-m + r]2-m

T. к.
= (di-,2 + dm2) 3/2 

6r d^d^ — d^drji

то аналогичными рассуждениями (см. теор. IV) найдем 

_ <№
6г О2ОзСЮ{ОіО2, О2ОзУ+О2Оі' ‘ ‘

(35)

(36)

Теорема VI. Пусть Qb — радиус кривизны базы, а дг — ра
диус кривизны рулетты, соответствующие данному перемеще
нию, то

1
О,О2 к

1—2 
вь+ Ѳг • • (37)
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Замечание. Формула (37) впервые выведена Брессом >). 
Если центры базы и рулетты — по разным сторонам касательной, 
то имеет место нижний знак.

Теорема VII. Симметричность базы и рулетты по отноше
нию к их общей касательной не нарушится при перемещении 
плоской неизменяемой системы точек в своей плоскости.

Из симметричности базы и рулетты следует, что коорди
наты их точек, лежащих на перпендикуляре к общей каса- 

Л тельной, будучи
' * подставлены в нор-

.' мальное уравнение
/ этой касательной,

дают равные числа. 
Вследствие неиз
менности при пе
ремещении уравне
ний базы и рулетты, 
результат указан
ной подстановки не 
меняется —следова
тельно, симметрич
ность сохраняется.

Теорема VIII. 
Траэктории, опи
санные различными

точками неизменяемой системы, при перемещении в своей 
плоскости, соответствующие база и рулетта которого — симме
тричные кривые, подобны подэрам базы, полюс которой симме
тричен с описывающей точкой по отношению к касательной 
базе в м. ц. 1 п. с. д. п.

Пусть Р — неподвижная точка и Q¡ — подвижная точка — 
симметричны по отношению к касательной КіТі (см. черт. 7),

Когда рулетта переходит из начального положения Ci в 
положение Cj, точка Oj переходит в О2, симметричную с Р по 
отношению к К2Т2; вследствие сохранения симметричности 
рулетты и базы, сохраняется также симметричность точек, 
связанных с этими кривыми. Так как геометрическое место Кі

*) «Mémoire sur un théorème nouveau — concernant les mouvements 
plans». Journal de l’école polytechnique. Cahier 35.
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оснований перпендикуляров, опущенных из Р на касательную 
к С в соответствующей точке, то Кі описывает подэру кривой 
С по отношению к точке Р.

Пусть Р — начало координат; так как 

PQ2 = 2PK2; PQí = 2PK1
то радиусы - векторы кривых, описанных точками /<і и Q¡, со
храняют постоянное отношение.

Отсюда — кривая, описанная Q¡, подобна подэре кривой (С) 
по отношению к Р.

Т. к. точка Qi — произвольная, то обнаруженное свойство 
Qt — общее для всех точек неизменяемой системы, к которой 
O¡ принадлежит.

Пример I. Найти базу и рулетту, соответствующие Кар
данову движению, при котором описываются эллипсы.

В этом случае соотношения (2) записываются:
b = 0 ; а = с sin а ............................ (38)

а уравнения (18) имеют вид:
COS а — sin а — rjy cosa —О 

£i cos а — rç, sin a = Q
Следовательно, уравнение рулетты 

fi2 + ’íi2 = Cí71 ;
т.-е. рулетта — окружность, центр которой совпадает с сере
диной стержня АВ.

С другой стороны, из (19) и (38) найдем :
с cos а — уі = 0 ; Xj — с sin а = О

т.-е.
Хі24-Уі2=С2

откуда база — окружность, центр которой совпадает с непо
движным началом.

Пример II. Найдем базу и рулетту, соответствующую кон- 
хоидальному движению, рассмотренному в гл. II.

В этом случае нетрудно убедиться, что м. ц. 1 п. с. д. п. 
будет Oí (см. черт. 4). Обозначив его координаты через х0 
и уо, найдем :

Хо = — OK tg а = — OAtg2a = — р tg2 а 
Уо — ОК = АВ — OAtga — ptga
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откуда
Уо2 Ч” Рхо “ О

т.-е. базой служит парабола, вершина которой — начало не
подвижных координат.

Обозначив координаты О/ по отношению к подвижным 
осям через £о и »?о> найдем ;

__psina ' __pCOSa
^0— COS2 a ’ cos2 a’

откуда
(£о2 + %2) =

т.-е. база представляет собою кривую 4-й степени.

/



Глава IV

КИНЕМАТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ КРИВИЗНЫ 
ПЛОСКИХ КРИВЫХ

Теорема I. Пусть о — радиус кривизны кривой, описанной 
при данном перемещении, О, и O¿— м, ц. 1 и 2 п. с. д. п., 
М — описывающая точка, тогда

о = МО,
M02cos{M02, МО2)

В самом деле

_ {dx2 dy2)’2 
6 ~ d2y dx — d2x dy

Из (12) для í = 1,2; следует

dx d2x dy
~Уі — У>

d2y
■-У2 — У,’ da2 ~Xz X ’ da X Xl : da2da

Откуда :

но

= [(x,—x)2 + (y —y)2]^
Q (Уз — У)(Уі — y) + (*2 — x)(Xi— *)’

(Xi — x)2 + (Уі — y)2 = MO2, ;

Ж7 ' Ж+V? ' “ <M0» Й « <M0- »+

+ eos {MO2, x) eos (AíOi, x) = cos {MO,, MO2) ;
следовательно,

_ MO,2__________МО,2
Q—MO,. M02cos{MO„ MO2)~ MÔ2cosa ' . (39)
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Эта формула, впервые указанная Трансоном1),—частный 
случай формулы Савари2).

Теорема II. Центр кривизны кривой — одна из вершин 
треугольника, вторая вершина которого — описывающая точ-
м
\>.

/

тh /

Д’

т,
0,\

Черт. 9

мы из треугольников /J.MS и
М^

МОу

ка, а третья ò — точка пере
сечения прямой, совпадающей по 
направлению с МО2 с перпен
дикуляром к Мц в Оь лежащая 
вместе с fi на перпендикуляре 
к общей касательной Ту Т2 к 
базе и рулетте, соответствую
щие данному перемещению (см. 
черт. 9).

Построив Оу О2 _1_ Ту Т2 (см. 
0-юстр. теор. Ill) vtO2L J_ MO, 

О,МО2 находим :
_ MS
— МО,

а из треугольников OyMS и LMO2
MS_ = МОу 

~МО2 ~ ML
так что

Мц _МО,_ МО,
МОу ~~ ML ~ МО2 cosa

Следовательно, на основании (39),
Мц = о.

Следствие. Описывающая точка, центр кривизны и м. ц. 
1 п. с. д. п. лежат на одной прямой.

Замечание 1. Метод, указываемый предыдущей теоремой, 
не достигает своей цели, когда описывающая точка попадает 
на общую нормаль к базе и рулетте.

Метод этот также не дает возможности построить центр 
кривизны, когда заданы центры кривизны, базы и рулетты. Для

’) «Méthode géométrique pour les rayons de courbure d’une certain 
classe de courbes». A. Transon. Journal de Mathématiques. T. X, p, 155.

2) В. Лигин. «Геометрическое исследование абсолютного движения 
неизменяемой системы». Одесса, 1872, стр. 186.
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этого случая удобнее пользоваться методом Koenigs’a, уста
навливаемым следующими предложениями.

Теорема III. Пусть Оі и О2— м. ц. 1 и 2 п. с. д. п., М — 
описыв. точка, q = Mj¿, О1О2 = к, <і =
= < MO¡ О2 ; fiOí — Гі ; q' — MO i ; тогда м
(см. черт. 10) /

1 _ 1 _ 1 
о' г к cos і

Из (41) [см. чертеж 11] следует:
_ MOS ___ МОі2 _ q'2

ß ÖM2cosa ML q'—к cos і’
т,- e.

• .(40)

в r q' — к cosi’ 
или

rk cos і — Q'k cos і — o'r = 0
т. - e.

1_1_ 1 
Q r~~ к cosi' ' ‘

(41)

(42)

Замечание 2. Нетрудно убедиться, что при указанном 
выборе осей точка, координаты которой х = 0, у = — к, м. ц. 
2 п. с. д. п.

В самом деле, точка эта удовлетворяет соотношению:

(х2 — Хі) + (у2 — У О2 —к2,
так как

Хі == 0,

где (х2, у2) представляет собою м. ц. 2 п. с. д. п.
Теорема IV. При обозначениях предыдущей теоремы спра

ведливо соотношение:

где Qb — радиус кривизны базы, a Qr — радиус кривизны ру- 
летты.

Теорема эта непосредственно следует из (37) и (40).
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Замечание 3. Формула (43), обычно связываемая с именем 
Savary, по мнению Koenigs’a, должна быть приписана Euler’y1).

Теорема V. Пусть неподвижными осями координат будут 
касательная и нормаль к базе и рулетте, соответствующие пере

мещению, при котором опи
сана кривая, радиус кривизны 
которой ищется. Пусть по
движные оси координат пря
мые 04 и Ом где 04 ± Ор?, 
причем 04 проходит через 
описывающую точку, то, при 
сохранении обозначений пре
дыдущей теоремы, отрезки 
и и и г, образованные МО и 
рОь на подвижных осях, рав
ны (см. черт. 11). В самом 
деле, уравнения МО, и 
по отношению к 04 и Ор;

•/?
И.<"'

Черт. 11 х+ У =1; (44) 
Г 1 Ui е и-2

где г, Q, ц,, ц2— отрезки, образованные прямыми МОГ у цОь на 
осях 04 И 0^.

Т. к. координаты Оь и Ог — ertosi, Qrsitii, ei>cos i, et,sin і, 
то (44) перепишутся:

cos i .sin i 
Г ' Ul

1 cos і .sin і _ 1 
Qr' Qi ' U2 ~ Qb'

откуда, на основании (43) :

/1 1\ . . Í 1 1\ . . 1 1 /1 1\I ,-- 1 cos I +1--------- ìsini =----------= I------------ I COS I
\Q 17 \U2 Uj Q \Q 17

следовательно,
Uj = Uz-

Следствие. Чтобы построить центр кривизны ц, соеди
няют данную точку М с Оі— м. ц. 1 п. с. д. п. и с Ог —

»,) См. Note IV: «Sur le problème de courbure dans le mouvement 
plan d’une figure plane». 9. Koenigs. Lecous de cinémahque.
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центром кривизны рулетты, потом Н, точку пересечения МО 
с перпендикуляром к ОХМ, соединяют с Оь. Точка пересечения 
НОь и 0¡M— искомый центр кривизны (см. чертежи 12, 13, 14).

Замечание 4. Черт. 12 указывает построение центра кри
визны, когда Оь и Or по разным сторонам общей касательной

V *
У/

//
\ / /
ѴЛ !
Л / *

Û./ '"к

/ /н?х
/ ’ч

1
1

1
/

1

Черт. 12

7.

і >
*
і . * *
«’ і

1 1 •о, 1 !\ » /» « /К 1 /V 1 t
\ ! /\ 1 *
\ ! !

/Н
»

і

0г. ; •

і 
&

3

К ,

/\' » X
/ \\ Л

0./ " * ѵ \
/» Ч.

Черт. 13

к базе и рулетте, а черт. 13 и 14 — когда Ог и Оь — беско
нечно-удаленные точки. В первом случае МОГ, а во втором 
НОь — параллельны общей нормали.

Замечание 5. Для случая, когда описывающая точка по
падает на общую нормаль к базе и рулетте, когда вследствие 
совпадения НОь и МОГ положение точки ц — неопределенное
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Koenigs дает особый метод, который он изложил в Note VI : 
«Sur les problèmes des centres de courbure dans les mouvement 
plan d’une figure plane». Тогда r — O, т.-е. cosi—1 и (43) за
пишется :

1 1
Qb

1
Qr

. (45)I

В этом случае откладывают на общей касательной отрезки 
О fir и О fib (см. черт. 15), соответственно равные Ofir и 
О fib. Тогда из уравнений MOb' и иО '

х , У-еь~ Г

или (на основании (45)]

1=0; гА + /_1=0 
:6Г Q

х+У
Qb Г

■1 _( х+у
1 Qr r Q'

1
Qb

у)=01

где правая часть выражает уравнение OL биссектрисы угла 
ОгОО/, следует, что МОь' и /¿О/, пересекаются на OL. Поэтому, 

чтобы построить центр кривизны 
траэкторий в точках, принадлежа
щих общей нормали, нужно G — 
точку пересечения МОь’ с бис
сектрисой угла ОгОО/ соединить 
с О/. Точка пересечения О/G с 
общей нормалью и есть искомый 
центр кривизны.

Черт. 16 относится к случаю, 
когда Оь и Or — по разным сторо
нам от касательной к базе и ру-
летте. Если 1 = 0, то из (43) Qr = 

Є
= — к, т.-е. Or совпадает с К' — 
м. ц. 2 п. с. д. п. (см. замеч. 2) ; 
тогда вращают Qr ДО совпадения 
K' с Кі' (черт. 17). Из М проводим

прямую, параллельную О&, до пересечения в G с биссектрисой 
угла КОКі, а G соединяем с Кі линией GKi', пересекающей 
ОіУ в точке ц.
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Подобным образом строят ц, 

дает с К (черт. 18).

когда = 0, т.- е. Оь совпа 
в?

Установим метод построения центра кривизны, применимый 
во всех указанных случаях. Метод этот вытекает из следу
ющих теорем :

Теорема VI. Пусть 7И— данная точка, /z — соответству
ющий центр кривизны ее траэктории, J — точка, для которой 
Q'— Q = oo, Оі — м. ц. 1 п. с. д. п. Тогда

Мц. MJ = MOS................................ (46)

Пусть J—некоторая точка, описывающая при данном 
перемещении прямую линию. Для этой точки q' = со и (43) 
для нее запишется

— 1 =, 1.................................... (47)
Too kcosi

Тогда из (43) и (47) следует (см. черт. 19):

1 _ 1 _ 1 _гоо — г 
6' ~ Г Гоо~ ГГса

3. И. Е. Огиевецхий
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f • ' t/ * Ciи roc — — к cos i =---------— = ,Г—Q' Q—г
откуда (q'— г) (reo — r) = r2................ .... . . (48)
причем q' = Oifi, r = OiM, r^ = OJ, где J, как видно из (47), 
лежит по левой стороне О і (см. черт. 19).

Отсюда :
(Ох/{ — О,/И) (О J — ОгМ) = Мр,. MJ = MOj2.

Теорема ѴП. При обозначениях предыдущей теоремы 
центр кривизны траэктории М — точка пересечения поляры Ог

по отношению к окружности радиуса ОѴМ и диаметра этой 
окружности, проходящей через М.

В самом деле, на основании (46) :
МО? O1M.MOl
Мц ~ ,іМ ~ /іМ

откуда mk.O1M = MC

^м+му-м^ W-f • п.+„7
fiM //М 4- Оі М + jmOì г г rj

или — Í 1 + 1 ì = 1 • • • (49)
nJ........................ k 7

де J, на основании (47),— точка пересечения взаимно перпен
дикулярных прямых ОГМ и OzJ.
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Отсюда O2J — поляра точки fi по отношению к окруж
ности радиуса ОгМ, т.-е. ц лежит на соответствующей по
ляре точки О2. С другой стороны, ц лежит на прямой MC, 
следовательно, ¡л — точка пересечения MC с полярной точки 
О2 по отношению к окружности радиуса МС^.

Следствие. Чтобы построить центр кривизны траэктории 
М в соответствующей точке, проводят из О2 две касательные 
к окружности радиуса ОХМ; точка пересечения хорды касания 
с диаметром MC — искомый центр кривизны.

Установим метод построения центра кривизны развертки 
в одном частном случае. Метод построения центра кривизны 
для общего случая
установлен Воиг’ом >).

Теорема VIH.
Кривые,описанные при 
плоском перемеще
нии, соответствующая 
база и рулетта кото
рого—некоторая кри
вая С и касательная 
к ней—эвольвенты 
базы.

В самом деле все точки касательной опишут кривые, нор
мали к которым во всякой точке кривой — прямая О (Г (см. 
черт. 20), где Ох — м. ц. 1 п. с. д. п. и кривую С можно рас
смотреть, как огибающую нормалей во всякой точке кривой, 
описанной какой - нибудь точкой ОлТ, т.-е. С — эволюта кривой, 
описанной какой-нибудь точкой касательной.

Следствие. Центр кривизны развертки кривой, описанной 
какой-нибудь точкой рулетты при перемещении, в котором 
база — некоторая кривая, а рулетта — касательная к ней, со
впадает с центром кривизны базы. Установим построение 
центра кривизны огибающей.

Теорема IX. Центр кривизны Е, огибающей последова
тельные положения кривой С, неизменно связанной с плоской 
неизменяемой фигурой, перемещающейся в своей плоскости,

*) «Геометрическое исследование абсолютного движения неизменя
емой системы». В. Лигин.

3*
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совпадает с центром кривизны траэктории точки ц, где и— 
центр кривизны С в соответствующей точке.

Пусть Сі — данное положение кривой С (см. черт. 21). 
Центр кривизны кривой Сі лежит на MAj^ нормали к этой 

кривой, совпадающей с 
нормалью к огибающей Е 
в точке их соприкоснове
ния (теор. II, гл. II). При 
бесконечно - малом пере
мещении кривая Сі пере
ходит в С2, AÍAi в ЛМ2, 
а fii в ц2 ; поэтому М — 
центр кривизны огибающей 
в соответствующей точке. 
С другой стороны, М — 
точка пересечения норма-. 
лей к траэктории ц в 
сколь угодно близких друг 
к другу точках и ¡л2\ 
следовательно, М — центр

кривизны траэктории центра кривизны кривой Сг
В виду важности мгновенного центра 2 порядка для по

строения центра кривизны, установим метод его построения.
Лемма. Пусть хну — координаты данной точки М, а £ и — 

координаты соответствующего центра кривизны ее траэктории ;

тогда кху
’T-

ку2
х2+у2-\-ку'х2-\-у2-\-ку'

В самом деле (см. черт. 19)

X
С другой стороны,

X = г eos і ; у = r sini . . .
Из (43), (51) и (52):

_ XQ’ _ kxr cos і _ кху 
г — г2-{-kr cos і~~ х2у2ку ’

(50)

V.
У'

.6'
г (51)

У6'” = г =
kyr cos і _ ку2

г2 -{- kr cos і~ X2 + у2 4- ку ’

(52)
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Теорема X. М. ц. 2 п. с. д. п.— точка пересечения ради
кальной оси окружностей радиуса МО1 и диаметра M¡i с 
общей нормалью рулетты и базы в точке

В самом деле, уравнения окружности радиуса МОі :
(Х-Х)2 + (Г-у)2 = Г2;

или
Х2 + Г2_2Хх — 2Уу = О....................(53)

а уравнение окружности диаметра М/і:

(х-ф)+(г-ф) = <*-0! + (У7!),

или
X24-V2-(Í + x)X-(^ + y)V-|-fx + í?y = 0 . .(54)

Подставив в (53) и (54) X = О, Y = — к и выражения £ и rç 
из (50), получим значения их левых частей

/¿2 4- 2ку.
Отсюда, результат подстановки координат точки О-2 в нор

мальное уравнение окружностей радиуса ОГМ и диаметра Мц 
один и тот же, т.-е. О2 обладает одинаковой мощностью по 
отношению к обеим окружностям или О2 принадлежит к гео
метрическому месту точек одинаковой мощности по отно
шению к этим кривым, т.-е. лежит на их радикальной оси. 
С другой стороны, О2 лежит на общей нормали к базе и ру- 
летте ; следовательно, точка пересечения этой нормали и ради
кальной оси указанных окружностей — м. ц. 2 п. с. д. п.

Пример I. Построить центр кривизны эллипса.
Определив Or и Оь, соответствующие перемещению, при 

котором описан эллипс, мы методом Koenigs’a строим /j, (см. 
черт. 22).

Пример II. Построить центр кривизны к конхоидам. 
Для этого найдем 02. Точка эта (см. теор. VII, гл. V) диамет
рально противоположна O¡ — м. ц. 1 п. с. д. п. (см. 'черт. 23) ; 
поэтому

Z ВО2О' + Z ВО fi' = 2d,

т.-е. О2— точка пересечения О2В±_ОВ и прямой AD. Зная 
положение Оі и О2, можно построить центр кривизны методом, 
указанным теор. II или методом Koenigs’a.
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Пример III. Построить центры кривизны подэр, рассмот
ренных в теор. VII (стр. 24).

Т. к. Or и Оь — симметричны по отношению к общей ка
сательной, как лежащие на перпендикуляре к этой каса

Черт. 22

тельной при любом 
из (37)

Qb Qr Qr li

T. - e.

К = Or
2‘

Таким образом, положение О2 определено, а потому центр 
кривизны можем определить известными методами.



Глава V

О ЗАМЕЧАТЕЛЬНЫХ ОКРУЖНОСТЯХ И ОСОБЫХ 
ТОЧКАХ

Пусть положительное направление общей нормали базы 
и рулетты, соответствующее данному перемещению, будет 
осью ординат, а положительное направление их общей каса
тельной— осью абсцисс. За начало координат примем м. ц. 1 п. 
с. д. п., т.- е. точку (х = О, у = 0 ; £ = 0, r¡ = 0), обозначив через 
X и у координаты данной точки, а через £ и r¡ — координаты 
центра кривизны траэктории, описанной данной точкой ; рассто
яние между О] и О2 — м. ц. 1 и 2 п. с. д. п. — обозначим через к.

Тогда справедливы следующие предложения:
Теорема I. Для того, чтобы точка при данном переме

щении плоской неизменяемой системы в своей плоскости опи
сала прямолинейный элемент, необходимо и достаточно, чтобы 
точка эта принадлежала окружности х2 -j-у2 -j- ку = 0, из ко
торой исключена точка (х = 0, у = 0).

Как известно:
кхУ . _ кУ2

* —xz + y2-j-fcy’ .*> х2+у2 + А:у’’ • ■ ' 1 ’
откуда

ô£ = kxy-, ôtj — ky2; ô£ — х2-j-у2 +/cyz . . .(56)
где X, у, 2 и £, r¡, С — трилинейные координаты описывающей 
точки и центра кривизны.

Из (56) следует, что, если £ = 0, то и х2 + у2 +/cyz = О 
и обратно.

С другой стороны, если X = 0 и у = 0, то £ = »7 = 0, 
а этим координатам не соответствует никакая точка пло
скости.

Отсюда, между точками бесконечно-удаленной прямой 
£ = 0 и окружности X2 -)- у2 -)- ку = 0, из которой исключена



— 40 —

точка (х — 0, у = 0), существует взаимно - однозначное соответ
ствие.

Замечание 1. Если к = 0, то х1 2-\-у2 ■-= 0, т.-е. окружность 
х3 -{-у2 4~ ку = 0 обращается в точку (х = 0, у = 0) или в си
стему циклических точек ; поэтому случай к —О исключается 
из рассмотрения.

Также исключается из рассмотрения случай Л = оо; тогда 
все точки описанных кривых представляют собою точки воз
врата.

Теорема II. Для того, чтобы точка при данном переме
щении плоской неизменяемой системы представляла собою 
центр кривизны траэктории, описанной бесконечно - удаленной 
точкой, необходимо и достаточно, чтобы эта точка принадле
жала окружности — ку 0, из которой исключена точка
(£ = 0, »7 = 0).

Из (55) следует:

y —______ • у —__________  . • (57)
£2+»?2 — kr¡' y p+r? + kr¡' ’ ’ ’

откуда :
òx = — k£r¡ ; òy — — kì]2 ; òz = £2 ?j2 — krfi . . (58)

Нетрудно убедиться, что между прямой 2 = 0 и окруж
ностью £2 —J—»72 — /о? = 0, из которой исключена точка (£ = 0, 
r¡ = 0), установлено взаимно - однозначное соответствие.

Замечание 2. Случай /< = 0 и к = оо исключаем из рас
смотрения по соображениям, приведенным в замечании 1.

Замечание 3. Окружность £2-|-’?2— кг) = Оі называют 
окружностью центров, а окружность х2 -f- у2 + kt] = 0 — окруж
ностью изгибовJ). Окружности эти называются также 1-ой 
и 2-ой окружностью Mannheim’a2). Установим связь между 
окружностями Mannheim’a и траэкториями, описанными М и р, 
в одном частном случае.

Теорема III. Если данная точка М при перемещении в 
плоскости описывает прямую, то соответствующий центр кри
визны описывает коническое сечение Rivals’a, т.-е. коническое

1) «Recherches sur les propriétés géométriques des mouvements’ 
plans». Gilbert. Mémoires courounées de l’academie Belgique. T. XXX 
an 1857.

2) Géométrie cinématique plane. L. Crelier. Bienne, 1915, p. 30.
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сечение, касающееся окружности центров во мгновенном центре 
1-го порядка и обратно.

В самом деле, пусть М описывает прямую (в однородных 
координатах)

их 4- ѵу + WZ = о ............................ (59)
На основании (57)

X кт] . у kr¡2
P + if-ktf” F+rf—krfc’

òx ----- kfy ; ôy = kif-, ôz = — (£2 + î?’ — kr£) ; . . (60)
откуда из (59)

ик£г) -J- vkrf — IV (£2 4" ’î2 — kr£) — 0
Аналогично доказывается обратная теорема.

Теорема IV. Если центр кривизны ¡i, перемещаясь в пло
скости, описывает прямую, то соответствующая ему точка М 
описывает коническое сечение, соприкасающееся с окружностью 
изгибов в мгновенном центре 1 порядка.

В самбм деле, пусть точка ¡i описывает прямую:
+ VZ/ — іѵ£ = 0............................ (61)

На основании (55)
£ — toy_ r¡ _ ку2
Ç ~ х2-\-у2kyz’ С — X2 + у2 + kyz ’

ôÇ — kxy, ôi] = ky2-, <5; = х2 + у2-{-kyz .... (62)
Тогда из (61) следует

и кху + ѵку2 — <у (х2 у2 + kyz) = 0 ;

Аналогично доказывается обратная теорема.
Установим некоторые приложения теорем Mannheim’a. 
Теорема V. Направление прямолинейных элементов, опи

санных точками плоской неизменяемой системы, при данном 
ее перемещении в своей плоскости, проходит через м. ц. 2 п. 
с. д. п. (см. черт. 24).

Пусть траэкторией данной точки будет MC, тогда МО і J_ MC, 
где Оі — м. ц. 1 п. с. д. п.

С другой стороны, на основании теоремы I, М принад
лежит окружности изгибов, Т.-е. МО^Ог — прямой угол, или
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» X

Черт. 24

М02 следовательно, направление MC совпадает с пря
мой М02, где О2— м. ц, 2 п. с. д. п.,т. к. ее координаты : х = 0, 
У = — к.

Теорема VI. Окружность центров — геометрическое место 
центров кривизны, огибающих последовательные положения 

прямых,неизменно связанных с 
плоской неизменяемой системой 
при данном ее перемещении в 
своей плоскости.

По теореме IX-ой гл. IV, 
центр кривизны любой из этих 
огибающих в данной точке сов
падает с центром кривизны тра- 
эктории центра кривизны, оги
баемой в этой же точке.

Т. к. огибаемая — прямая 
линия, то ее центр кривизны 
ест'- бесконечно удаленная точка; 
поэтому центр кривизны оги
бающей в данной точке, на

основании II-ой теоремы, лежит на окружности центров.
Установим ряд предложений о построении окружности 

изгибов и центров, имеющих очень важное значение для кине
матического исследования плоских кривых.

Теорема VII. Окружность, проходящая через м. ц. 1 п. с. 
д. п. и м. ц. 2 п. с. д. п.,— окружность изгибов.

Предложение это следует из уравнения окружности :

где
х24-у2 + Ау = О,

■ к = О\О2.

Нетрудно убедиться в справедливости следующ. двух теорем.
Теорема VIII. Окружность, проходящая через три точки, 

описывающие при данном перемещении прямолинейные эле
менты,— окружность изгибов.

Теорема IX. Окружность, проходящая через м. ц. 1 п. 
с. д. п. или м. ц. 2 п. с. д. п.,— и две точки, описывающие при 
данном перемещении прямолинейные элементы,— окружность 
изгибов.
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Теорема X. Окружность, проходящая через м. ц. 1 п. с. 
д. п. или м. ц. 2 п. с. д. п., и центры кривизны траэктории 
двух точек, описанных при данном перемещении плоской не
изменяемой системы 'точек в своей плоскости,— окружность 
изгибов.

В самом деле, на основании (46),

Mti.MJ = МО?-,

мы при помощи двух значений ¡л определяем две точки, описыва
ющие при данном перемещении прямолинейные элементы.

Теорема XI. Окружность, диаметр которой

Єь±Єг

где Qb, вг — радиусы кривизны базы и рулетты, соответствующие 
данному перемещению и проходящие через м. ц. 1 п. с. д. п. 
или м. ц. 2 п. с. д. п., есть окружность изгибов.

В самом деле, из (37)

1± 1= 1 .
Qb Qr О1О2

Теорема XII. Окружность, симметричная с окружностью 
изгибов по отношению к общей касательной базы и рулетты, 
соответствующих данному перемещению, есть окружность 
центров.

, Теорема эта непосредственно следует из уравнений этих 
окружностей.

Теорема ХПІ. Траэктория в данной точке обращена своей 
выпуклостью к м. ц. 1 п. с. д. п., если точка эта внутри 
окружности изгибов. -

Теорема XIV. Траэктория в данной точке обращена своей 
выгнутостью к м. ц. 1 п. с. д. п., если точка эта вне окруж
ности изгибов.

Предложения эти вытекают из соотношения (46):

Теорема XV. Точки, совпадающие см. ц. 1 п. с. д. п., 
представляют собою точку возврата 1-го вида траэкторий, 
описанных ими при данном перемещении.
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Теорема XVI. Если 0! — м. ц. 1 п. с. д. п., а 02— м. ц. 
2 п. с. д. п. и

то траэктории всех точек, описанных при данном перемещении, 
имеют точки возврата первого вида, а траэктории точек каса
тельной к базе и рулетте имеют точки возврата 2-го вида.

Последние два предложения вытекают из следующих со
ображений. Траэктории, описанная при данном перемещении, 
имеет точку возврата, если описанный элемент кривой равен 
нулю, т.-е.

МО, da = 0
где М — описывающая точки, Oj— м. ц. 1 п. с. д. п., а — угол, 
образованный подвижной и неподвижной осью абсцисс, ибо 
всякое перемещение эквивалентно вращению около м. ц. 1 п. с. 
д. п., откуда

МОі ^ = 0, т,- е. МО, :dS.1 = О 
dsi J da

где dsi — элемент базы, что возможно, если

MOi = Q и —конечно U\Ut¿
или

d— =--------------- 1 _ ; ___  = — к- — О
dSl F'fe —Уі)2 °і°2

В первом случае из (41)
гк cos і — Q'k cos і — Q'r = O 

или
/¿Oí. 0102 cos і — MOi. Oi02 cos і — MOí . Otja = 0 . . (63)

т.-е.
/¿Oi = 0

Следовательно
MOi + Oi/¿ = Мц = 0,

т.-е. соответствующая точка — точка возврата 1-го вида.
Во втором случае, из (63) следует :

1 1 _ 1
AíOj /¿0! — ОіО3 cos і
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Случай этот заключает в себе два подслучая :
cos і = 0 ; cos і ф 0 ;

или
і = 90 ; і ф 90 ;

Пусть і ф 90, тогда
1 _ 1 

Мбі ~ fiÔi ’
т.- е.

М01-}-01/і = 0 или Mju. = Q
т.-е. соответствующая точка — точка возврата 1-го вида. 
Пусть і = 90,т.-е. описывающие точки принадлежат касатель
ной к базе и рулетте.

Тогда, выразив радиус кривизны:
М/г2 = (^ —х)2 + (т2—у)2,

что, на основании (55), дает:

W = [____ _________ хР + Г Ку2- —у| =
[ х2-фу2ф-/гу J ^[х2+у2 + /су yJ

_ (— X3 — ху2)2 4~ (— х2у — у3)
— (х2'+у2ф-Лу)2

т.-е.
,, 9 (х2 + у2)3
M/z ~(х2 + у2 + £у)2

т,- е.

M/Z = x2+Ty’

так как ордината точек касательной при выборе осей,соответ
ствовавшем выводу (55), равна нулю. Следовательно, радиус 
кривизны конечен и зависит от х—координаты точки, траэкто- 
рия которой исследуется. Отсюда, траэктории точек общей ка
сательной базы и рулетты в соответствующих точках имеют 
точки возврата второго вида, исключая точки (х = 0, у = 0), 
траэктория которой имеет точку возврата первого вида.



Глава VI

ПРИЛОЖЕНИЯ

Исследование свойств эпициклоид, циклоид, конхоиды, 
подэры, эллипса и др.

Как известно, если база и рулетта — окружности, то кри
вые, описанные при данном перемещении, называются эпици

клоидами или гипоциклоидами, 
смотря по тому, катится ли ру
летта по выпуклой или вогнутой 
стороне базы.

Вводя:

R + г = аг

эпициклоида запишется :

X —arcos д> — Q COS ад) 

; у = arsiti др — Q Sin ад)

•(64)

• (65)

где R— радиус базы, г — радиус 
рулетты, q — МОг, причем М — 
данная точка, Оь— центр базы, 
Oj — м. ц. 1 п. с. д. п., Ог—центр 
рулетты, а ç) —. Z xOßr (см. черт. 

25). Если е = г, то (65) выражает обыкновенную эпициклоиду; 
если Q^r,— то удлиненную или сокращенную эпициклоиду. 

Установим некоторые свойства эпициклоид.
Теорема I. Развертка обыкновенной эпициклоиды — тоже 

обыкновенная эпициклоида.
Применяя метод Koenigs’a, получим центр кривизны fi, как 

точку пересечения НОЬ и МОі (см. черт. 26).
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Тогда из подобия треугольников НОьК и /лОьО^ следует:

Оьц Оь-Оу R .О„.Н~ ОьК ~ R +2r — const.................... ( 6)

откуда траэктория центра кривизны ц, т.-е. развертка эпици
клоиды, подобна кривой, описанной точкой Н, т.-е. предста
вляет собою обыкновенную эпици
клоиду.

Теорема II. При установленных 
обозначениях

j4«_2íR + r).
MOt R + 2r , • - .(67)

В самом деле, из треугольников НВК 
и ¡лОьОг следует:

Ог/л _Orfj, R__ ,
НК ~ МОГ ~ ОьК — R + 2г

откуда
МО,. + О±/л М/л __ 2(R + г)

МО1 ~MOt R + 2r '

Теорема III. Если 
R = — 2r,

то эпициклоида вырождается в прямую. 
В самом деле, тогда из (67)

Черт. 26

M0,_2(R+r) 
М/л R + 2r —

т. - е.

М/л = 0.

Теорема IV. Радиус кривизны кардиоиды удовлетворяет 
соотношению

t
М/л = і/3М01 ......... (68)
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Положив Q = R = r, (65) выражает кардиоиду, для которой, 
при R = r, (67) приводится к (68).

Теорема V. Развертка обыкновенной циклойді^— тоже 
обыкновенная циклоида.

Теорема эта следует из теоремы I, т. к. циклоида — час> 
ный случай эпициклоиды.

Теорема VI. Радиус кривизны циклоиды делится мгновен
ным центром первого порядка на равные части.

Из (67)

Нт М/і
= //т 2(R + r)

МО1
- нт

R = CO R + 2r R — OC
= 2.

Теорема VIL Центр кривизны эвольвенты круга в данной 
точке совпадает с м. ц. 1 п. с. д. п. В сайом деле, эвольвента 
круга — частный вид эпициклоиды, когда рулетта, соответству
ющая данному перемещению, прямая; поэтому из (67):

Нт ' Aí/z'l
МОі J r= oo

= Urn 2{R + r}\ 
R^-2r Jr = oo

Теорема Vili. Обыкновенная эпициклоида имеет точки 
возврата первого вида.

Теорема IX. Удлиненная и сокращенная эпициклоиды не 
имеют точек возврата.

Так как только точки рулетты могут совпасть с мгновен
ным центром 1 - го порядка, то только обыкновенная эпици
клоида имеет точки возврата 1 - го вида.

Теорема X. Обыкновенная эпициклоида не имеет точек 
возврата 2 - го вида.

В самом деле,

Теорема XI. Сокращенные эпициклоиды имеют точки 
перегиба.

Теорема XII. Обыкновенная и удлиненная эпициклоиды не 
имеют точек перегиба.

Из
1,1 1 1
R~ г К ОгО2

\
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следует :
f <OjO2

по OjO2 — диаметр окружности изгибов, соприкасающейся с 
рулеттой в м, ц. 1 п. с. д. п.

Для того же, чтобы точка представляла собою точку 
перегиба, необходимо, чтобы описывающая точка попала на 
окружность изгибов, что возможно для точек М, удовлетво
ряющих условию

МОг<г,

откуда и следует справедливость последних двух предложений.
Нетрудно убедиться в справедливости следующих предло

жений.
Теорема XIII. Обыкновенная циклоида имеет точки воз

врата первого вида.
Теорема XIV. Удлиненная и сокращенная циклоиды не имеют 

точек возврата первого вида.
Теорема XV. Обыкновенная циклоида не имеег точек воз

врата второго вида.
Теорема XVI. Сокращенная циклоида имеет точки пе

региба.
Теорема XVII. Удлиненная и обыкновенная циклоиды не 

имеют точек перегиба.
Теорема XVIII. Подэры, описанные точками рулетты при 

перемещении, рассмотренном в теореме VIII (гл. III), имеют 
точки возврата первого вида, но не имеют точек перегиба.

Теорема XIX. Эллипс — закрытая кривая.
Так как элипс описывается при перемещении, при котором 

концы стержня А и В описывают прямые линии (см. черт. 22), 
следовательно А и В описывают прямые линии, а Oj—мгно
венный центр, то окружность диаметра АВ — окружность 
изгибов.

Так как эллипсы описываются внутренними точками АВ, 
то эллипс в любой точке обращен своей выпуклостью к м. ц. 
1 п. с. д. п., т.-е. эллипс — закрытая кривая.

Лемма. .--Неподвижная точка, через которую проходит 
прямая во всех положениях, которые она занимает при 
перемещении в своей плоскости, принадлежит окружности 
центров.

И. Е. Огневецкий
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В самом деле, неподвижную точку можно рассматривать, 
как огибающую последовательные положения прямой, которые 
она занимает при перемещении в своей плоскости плоской 
неизменяемой фигуры, с которой прямая эта неизменно свя
зана.

С другой стороны, радиус кривизны траэктории непо
движной точки есть нуль, т.-е. данная точка совпадает с центром 
кривизны, который, на основании теоремы VI, лежит на окруж
ности центров.

Теорема XX. Геометрическое место точек перегиба всех 
конхоид, образованных различными точками Млуча ОМ, точка 
которого 0' описывает прямую AD, а другая точка О непо
движна,—полукубическая парабола.

В самом деле, окружность, проведенная через ВО' и Оѵ 
есть окружность изгибов : точка О' принадлежит окружности 
изгибов, как описывающая прямую линию, точка В, как симмет
ричная с О, принадлежащая, на основании леммы, к окруж
ности центров, Oj, как м. щ. 1 п. с. д. п. (см. черт. 23).

Отсюда, для того, чтобы точка М была точкой перегиба, 
необходимо, чтобы М удовлетворяла условию

ОМ. 00' = ОВ. ООі  ........................ (69)
как произведение секущей окружности на ее внешнюю часть. 

Обозначив через q и а полярные координаты точки М,
а О А — через а, найдем

00 = 0 ; ОО! = а 
COSa

Sina _ 
C0S2a ’ OB = 2OJ\

поэтому (69) запишется :
q3 C0S3a -- 2ае2 SÌn2a,

в Дек&ртовых координатах

х3 = 2ау2.



Глава VII

О ЗАКОНЕ ДВОЙСТВЕННОСТИ ДВИЖЕНИЯ

Основная теорема1) этой главы основана на свойствах дви
жения (см. леммы I и II). Свойства эти связаны с понятиями 
о направлении плоскости. За направление плоскости (Umlauf
sinn in der Ebene) считаем направление круга, принадлежа
щего этой плоскости. Направление же круга определим указа
телем (Indikatrix) последовательности вершин треугольника, 
вписанного в окружность данного круга, т.-е. одним из двух 
видов циклического порядка вершин треугольника:

(А1А2А3) = (А2А3А1) = (Л3Л1Д2) ................ (1)
или

(АхЛ3Л2) = (АзЛаЛх) = (Л2ЛхЛз).................... (2)
Указатели, соответствующие (1) и (2), называем сопря

женными.
В связи с этим, стороны имеют различные направления. 

Одну из этих сторон называем верхней или внешней стороной 
плоскости, а другую — нижней или внутренней.

Введем понятие об отображении плоскости самой ^в себе.
Под отображением плоскости самой в себе буцемк цодра- 

зумевать отображение верхней (внешней) стороны одной из 
совпадающих плоскостей на нижней (внутренней) стороне другой 
или обратно. Одну из сторон, участвующих в отображении, 
назовем отображающей, а другую — отображенной плоскостью.

Движения, соответствующие прямому и обратному тополо
гическому2) отображению, представляют собою прямое и обра
щенное движение.

Теорема эта доложена в заседании Харьковского математиче
ского общества от 2/Ѵ 1925 г.

2) Под топологическим отображением, согласно Brouwer’y, подразуме
ваем двуоднозначное и непрерывное преобразование.

4*
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В прямом движении отображающей стороной будем счи
тать верхнюю (внешнюю) сторону, а в обращенном движении — 
нижнюю (внутреннюю) сторону плоскости.

Пусть имеет место движение плоскости самой в себе. 
Тогда имеет место также обращенное движение. Плоскость 
подвижную при прямом и неподвижную при обращенном дви
жении назовем Рм, а плоскость, подвижную при обращенном 
и неподвижную при прямом—рМ. Таким образом, верхняя 
сторона Рр — отображающая плоскость при прямом, а нижняя 
сторона- Рм — отображающая плоскость в обращенном дви
жении.

Докажем теперь следующую лемму.
Лемма 1. Движение плоскости самой в себе сохраняет на

правление отображающей плоскости.
В самом деле, согласно определению движения!), движение 

сохраняет направление Жардановой кривой, принадлежащей ото
бражающей плоскости, которая топологически и в отношении 
циклического порядка эквивалентна окружности 2).

Замечание 1. Направление векторов, рассматриваемых при 
движении, определяем направлением отображающей плоскости, 
соответствующей данному движению. Законность нашего опре
деления следует из леммы.

Лемма 2. Если при движении плоскости самой в себе 
Р? и Рм получили свойства Ер и Ем, то при обращенном 
движении Рр и Рм обмениваются своими свойствами3). Пред
ложение это непосредственно следует из того, что в обра
щенном движении Рр и Рм меняются своими ролями.

*) См. D. Hilbert. «Lieber die Grundlagen der Geometrie», Math. 
Annalen 56, стр. 383 — 386.

2) Gm. F. Riesz. Ueber einen Satz der Analysis situs, Math. Annalen. 
Bd. 59, p. 409, 1909. ¿

3) Лемма эта изложена нами в статье «Основания плоской кинема
тической геометрии и приложение ее к исследованию плоских кривых», 
премированной Новороссийским Университетом в марте 1913 года зо
лотой медалью. Впоследствии лемма эта была высказана нами в засе
дании Математического Отделения Новороссийского Общества Естество
испытателей 5 декабря 1914 года. Указанная работа по условиям воен
ного времени не могла быть своевременно напечатана.
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Замечание 2. Из этой теоремы вытекает предложение 
Шаля: <при обмене подвижностью плоскостей, участвующих 
в перемещении плоскости самой в себе, центроиды меняются 
ролями» ’).

Теорема 1. Если при движении плоскости самой в себе 
имеет место тождественно :

U(Vm, = 0.................................. (3)

где Vf и Ѵм — плоские векторы, принадлежащие соответственно 
плоскостям Рм и Рр, а U — функция, устанавливающая вза
имно-однозначное соответствие между векторами Ѵм и Ѵр,
тогда имеет также место тождественно:

U(-Vp,Vm) = 0-,............................ (4)

В самом деле, пусть движению плоскости самой в себе
в Рм и Рр соответствуют векторы Ѵм и Ѵр (z' = l,2........ «),
удовлетворяющие

(J(Vm, Ѵр) = 0................................ (5)

Тогда при обращенном движении Рм и Рр1 обмениваются 
имеющими в них место векторами.

С другой стороны, определив направление векторов при 
помощи направления отображающей плоскости, соответству
ющей данному движению, легко видеть, что векторы, соответ
ствующие прямому и обращенному движению, будут характе
ризоваться сопряженными указателями : отображающие пло
скости в прямом и обращенном движении имеют противо
положные направления.

Так как, кроме того, обращенное движение представляет 
собой топологическое отображение, то и в этом случае будет 
иметь место соотношение вида (5), в котором Ѵр и Ѵм ме
няются ролями, а знаки их меняются на противоположные, 
иными словами при обращенном движении имеет место

и(-^Ѵр, — Ѵм) = (Р, (6)
Но на ряду с прямым движением имеет место и обращенное 

движение, а потому теорема верна.

>) См. «Aperçu historique des méthodes en géométrie» M. Chasles. 
Paris, 1875, p. 477 - 482.



54 —

Примечание. Приложения этой теоремы, как и ее 
обобщения, изложены в нашей статье : «Об одном дуали
стическом законе и его приложениях», которая напеча
тана в III томе журнала: «Наукові записки науково -до
слідних катедр України»1) за 1928 г.
В этой статье наша теорема является следствием другой 

более общей теоремы, доказанной на основании других более 
простых предпосылок.

Следствие I. Если движение плоскости самой в себе ха
рактеризуется соотношением :

= ................................ (7)
то имеет место также тождественно :

U(-Vm) = B(-Vm)............................ (8)
где В, как и U, — операция, не зависящая от вектора переме
щения.

Следствие И. Приведенные предложения сохраняют силу, 
если в выражения (3), (4), (7), (8) подставить вместо Vf пару 
чисел (х, у), а вместо Ѵм — (£, r¡), (х, у, — Декартовы коорди
наты заданных точек.

Последнее предложение основано на том, что между си
стемой векторов и системой пар чисел можно установить дву
однозначное соответствие.

Следствие III. Пусть имеет место движение плоскости 
самой в себе. Предположим, что это перемещение характери
зуется соотношениями:

В (£, r¡, а) = 0 ; U (X, у, а) = Ü ; 
тогда имеет также место тождественно :

В(— X,— у, — а) = 0 ; U (— — r¡, — а) = 0 ;

, X, у, Ç,r] — Декартовы координаты данной точки, а — параметр, 
знак которого определяется направлением вектора движения.

Следствие IV. Если при движении плоскости самой в себе 
имеют место тождественно :
___________ (7(х.у) = 0; B(í>í?) = 0,

!) См. также нашу статью «Lieber ein schiefsymmetrisches Dualitäts
gesetz und seine Anwendungen», Rendiconti del circolo matematico di Pa
lermo, T. 51, p. 317, 1817.



— 55

то имеет место такж^ тождественно :

С/< —£, —»?)*= О ; ß(-x, —у) = 0;
Следствие V. Если при движении плоскости -самой в 

себе имеет место тождественно :
U (|,í?,x,y,«) = 0,

то имеет место также тождественно:
U ( — X, — у, — è, — г],~а) = О

Следствие VI. Если при движении плоскости самой в себе 
имеет место тождественно :

U ^,ì],x,y) ^=0, 

то имеет место также тождественно:

U(—x, — y, — Ç, — n) = 0

Следствие VII. Пусть при движении плоскости самой в 
себе имеют место тождественно :

= Щх,у,2) = 0,

то имеют место также тождественно :

ß (—х, —■ у, 2) == 0 ; U (— Ç,— z?,C) = O;

(х, V, Z, Ç, r¡i Ç— трилинейные координаты данной точки, U и В со
храняют вышеуказанные значения).

Следствие VIII. Если при движении плоскости самой в себе 
имеет место тождественно :

ß(f,i2,O=U(x,y,2), 

то имеет также место тождественно:

B(—x,—y,z)~U(—é, — r¡,£)

Из нашей теоремы вытекает еще следующее предложение, 
имеющее общий характер.

Замечание 3. Из приведенной теоремы и ее следствий 
вытекает двойственный характер и взаимообратимость теорем 
плоской кинематической геометрии ; например, теоремы об 
окружностях Mannheim’a, на основании следствия IV, вытекают 
одна из другой.
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Точно также на основании следствия VII вытекают одна 
из другой следующие две теоремы :

а) Если данная точка описывает прямую 
их + ѵу -¡_ WZ = О,

то соответствующий центр кривизны описывает коническое се
чение Rivals’a :

ukSr¡ vkt]2—w(S2-[-t]2 — kr¡S) — О

в) Если центр кривизны описывает прямую

ц£ — wí — О,
то соответствующая точка описывает кривую ’)

икху 4- ѵку2 — W (х2 4* у2 4“ kyz) = °-
Точно также можно показать взаимообратимость других 

теорем кинематической геометрии, приведенных в прежних 
главах.

Замечание 4. Следствия V, VI, Vili дают возможность 
непосредственно преобразовывать, а иногда и разрешать системы 
равенств, имеющих место при движении плоскости самой в 
себе, например, из :

J. _ кху___ _ ку2_______
х2 + у2 + ку’ ~ X24-у24-ух’

выражающих центр кривизны траэктории, описанной точкой 
плоскости, движущейся в своей плоскости, где S,t]— коорди
наты центра кривизны, а х,у — координаты движущейся точки, 
вытекает, на основании следствия VI,

_  kSrj . _ кг)2
х f24~*ї2—ку’ у £2 4-

Аналогично из :
f = XCOS а-\-у sina-, r¡ = — X sin a 4~ У COS а 

на основании следствия V вытекает:
X —Seos а — г] Sitia', у = S Sitla-\-y COS а.

Точно также на основании следствия VIII из:

Sx2 4- Sy2 4 - kyzS = kxyz ; ?jx2 4- чУ2 4~ krjyz = — ky2z

*) Cm. G. Koenigs. Leçons de cinématique, p. 445.
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вытекает :
— £2х — у2х -J- krjxÇ == fclrçf ; — f 2у — rfy -j- кг]у£ = — krfÇ

Замечание 5. Нетрудно убедиться, что уравнение траэкто- 
рии, описанной при обращенном Кардановом движении, может 
быть получено, как следствие из уравнения траэктории, опи
санной при прямом движении. Действительно, движение это, 
как известно, заключается в том, что две точки TWj и М2 не
изменяемого стержня движутся по двум взаимно-перпендику
лярным прямым. Приняв эти прямые за неподвижные оси абсцисс 
и ординат, а за начало подвижных осей средину отрезка М1М2, 
обозначив при этом расстояние между точками УИі и М2 через 
2а, можно показать, что кривая, описанная точками прямой 
УИіУИ2 записывается *) :

х2 {(£ — а)2 г]2} — iar¡xy + у2 {( £ + я)2 + } —

= [£Ч Vі — а2]2;...................... (9)
где х,у—неподвижные координаты, a £, ??—подвижные коорди
наты данной точки прямой МіМ2.

Кривая эта, как нетрудно видеть, есть эллипс. Так как а 
можно рассмотреть, как параметр, то на основании след
ствия 5 получим, что в обращенном движении траэктория 
имеет вид:

(-£)2¡-x + fl)2 + (-y)2}- 4(—ö) (—у) (-£) (-„) +
(- r¡)2 {- X - а)2 + (—у)2} = {(- X)2 + (- у)2 - (- Û)2, 
т.-е. £2 {(х — а)2 — у2 Ì — 4а^г)у-\-7]2 {(х а)2 —|-у2} —

= (х2+у2 —а2)2,
a это кривая четвертого порядка.

Иными словами, кривая, описанная точкой прямой в обра
щенном движении, есть улитка Паскаля.

!) Ср. Г. К. Суслов. Кинематика, стр. 97.



Глава VIH

О ПЛОСКОМ ТРЕУГОЛЬНИКЕ, ИМЕЮЩЕМ ВЕЩЕ
СТВЕННЫЕ И МНИМЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ

Введем следующие определения :
1. Треугольник имеет вещественную или мнимую вершину, 

если вершина его есть вещественная или мнимая точка.
2. Треугольник содержит данную прямую, если прямая 

эта — сторона данного треугольника.
Установим следующие предложения.
Теорема I. Для того, чтобы мнимая прямая

(а+Дг)х4-(у + 0/)у-|-е + >}/ = 0 .... (1)
содержала пару сопряженных точек :

(u¡ + іѵг, и2 + гѵ2) и («i — іѵѵ ii2 — ivi) .... (2) 
необходимо и достаточно, чтобы коэффициенты этой прямой 
удовлетворяли условию :

aô — ßy ф 0.
В самом деле, из условия вытекает :

(а + Дг) (их + іі>і) 4“ (у ± ^0 (и2 4" гѵ2) 4-£ І — о Ì 
'(«4~ ДО — ¿vQ 4~ (у 4- ¿0 (u2 — iv2)4~ £ + »?/ = 0 J

т.-e., что система уравнений
alíj — ßvx + yu2 — èv2 4- £ = 0

ßui 4* avi 4“ ôu2 4~ yp2 4~ ч — 0 i44
QUi+ßVi 4“ yu2 4- ÖV2 4- £ о
ßü! — aVl^Òu2~yv2Jrì] = Q

созместна и однозначна, для чего необходимо и достаточно, 
чтобы

a— ß у— Ô 
ß а ô у 
а ß у ô 
ß — a ò— у

= 4(ad-ßy)^O . (5)
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т. - e,, что aô — ßy ф 0.
«

Теорема II. Если коэффициенты уравнения (1) удовлетво
ряют условию :

aò — ßy = ®.................................... (6)
то мнимая прямая не содержит ни одной пары сопряженных 
мнимых точек. \

Пусть имеет место (6), тогда на основании (5)
J = 0,

т.-е. система (4) несовместная или неопределенная. 
Обнаружим, что в данном случае имеет место несовмест

ность.
В самом деле, из (6)

aó = ßy,

что возможно при неравенстве нулю ни одного из множителей, 
а также в случаях их равенства нулю.

В первом случае
а _  у
ß~~ö ’

следовательно, все характеристические определители 4-го по
рядка и определители 3 - го порядка равны нулю.

Т. к. а и ß, у и <5 одновременно не равны нулю, то среди 
определителей 1 - го порядка есть по крайней мере один не
равный нулю, например:

Соответствующий ему характеристический определитель:

а — ße 
ß ar¡ 
а ßs.

= 2ß(eß — arß .... (7)

равен нулю, если :

или
1 ) eß — ar¡ = 0

2) є — r¡ = 0

В первом случае уравнение (1) запишется:
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а во втором
(?±0^+(^±0 ó)'=0,

т.-е. характеристические определители 3-го порядка тогда и 
только тогда равны нулю, когда (1) выражает вещественную 
прямую.

Аналогичными соображениями обнаруживается несовме
стимость (4) и во втором случае.

Теорема III. Мнимая прямая содержит не больше одной 
пары сопряженных мнимых точек.

В самом деле, коэффициенты прямой (1) удовлетворяют
одному из условий :

aò — ßy — 0 ;.................................... (8)
aß — ßy^O;.................................... (9)

при которых мнимая прямая не имеет больше одной пары со
пряженных мнимых точек.*

Теорема IV. Для того, чтобы мнимая прямая 

(а Ч~ ßi) X -ф- (у Ч~ òi) у —1~ g —H = О

пересекалась с сопряженной с ней прямой,

(a + ßi)x-\- (у + ô/)y + £ + = 0

необходимо и достаточно, чтобы коэффициент этой прямой 
удовлетворял условию

aò — ßy ф 0.
В самом деле, для того, чтобы прямые

(« + ßl)x + + ' =0 Ï . 0О\
(a— j3z)x + (y — òi)y-\-£ — t]i = 0 J

имели общую точку, необходимо и достаточно, чтобы имело 
место соотношение :

а + ßi у-\- òi

а — ßi у — òi
= 2і (aò — ßy) ф 0

Теорема V. Мнимая прямая пересекается с сопряженной 
с ней прямой в вещественной точке.

чX.
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В самом деле, координаты
выражаются :

є 4- ці y + ôi

X —
Є — Г/І y — òi

aß-ßi y -j- ôi

а — ßi y — ôi

точки пересечения прямых (10)

eò — yr¡ ' _  аг/ — ße
aò — ßy' aò — ßy

Теорема Vf. Пара совпадающих сопряженных мнимых то
чек есть вещественная точка и обратно.

В самом деле, пара совпадающих точек удовлетворяет 
условию :

ui4"zvi = ui — zVi’ и2-\-іѵ2 = иг— іѵ2 ;
откуда

2ѵ± = 0 и 2ѵ3 — 0,
т.-е. пара точек

U2 + ÌV2), (Uy—iv^ U2 — ÌV2)

представляет собою вещественную точку (цх, u2).
Справедливость обратной теоремы вытекает из эквива

лентности вещественной точки (щ ц2) паре сопряженных мни
мых точек (Ui + ZVj, и2 + гѵг)> (U1 — ZV1> U2 — ZV2)> удовлетворя
ющих условиям

2vx = 2vo = 0.

Теорема VII. Сопряженные мнимые точки, принадлежащие 
мнимой прямой, совпадают.

Из условия следует, что
aò — ßy = 0.

Следовательно, прямая (1) (теор. IV и V) содержит веще
ственную точку, которая (теор. VI) есть пара совпадающих 
сопряженных мнимых точек.

С другой стороны, прямая (1) не содержит больше одной 
пары (теор. I) сопряженных точек ; поэтому указанные точки 
совпадают.

Теорема VIII. Мнимая прямая содержит не больше одной 
вещественной точки.
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В самом деле, мнимая прямая содержит не больше одной 
пары сопряженных точек, которые (теор. VII) совпадают, т.-е. 
представляют собою вещественную точку (теор. VI).

Теорема IX. Треугольник, все вершины которого веще
ственны, не содержит мнимых прямых.

В самом деле, из предположения, что треугольник содержит 
хотя бы одну мнимую прямую, следует, что мнимая прямая 
содержит две вещественные точки.

Теорема X. Если число мнимых вершин не меньше двух, 
то число вещественных сторон не больше единицы.

В самом деле, из предположения, что число вещественных 
сторон равно двум, следует, что мнимая прямая содержит две 
вещественные точки.

Теорема XI. Если треугольник имеет сопряженные мнимые 
вершины, то число мнимых сторон не больше двух.

Если бы число сторон было больше двух, то мнимая • 
прямая содержала бы две сопряженные несовпадающие точки.

Теорема XII. Треугольник, одна вершина которого веще
ственная точка, а две другие вершины — сопряженные мнимые 
точки, содержит одну вещественную и две мнимые стороны.

В самом деле, стороны треугольника допускают следующие 
комбинации из вещественных и мнимых сторон: 1) три веще
ственные; 2) две вещественные и одна мнимая; 3) три мнимые;
4) одна вещественная и две мнимые.

Первые три комбинации противоречат X и XI теоремам, а 
потому возможна четвертая комбинация, которая, как легко 
видеть, действительно имеет место.

Замечание. Последнее предложение имеет очень важное 
значение при исследовании свойств перемещения гомографически 
изменяемой системы точек в своей плоскости.

Соображениями, аналогичными приведенным в последних 
теоремах, можно установить, при каких комбинациях из веще
ственных и мнимых вершин существует треугольник, и при 
каких условиях треугольник невозможен !).

1) Результаты этой' главы изложены в нашей статье : «О плоском 
Евклидовом треугольнике, имеющем вещественные и мнимые элементы», 
напечатанной в «Известиях Екатеринославского Горного Института» за 
1923 год.



Глава IX

О ПЕРЕМЕЩЕНИИ ПЛОСКОЙ ГОМОГРАФИЧЕСКИ - 
ИЗМЕНЯЕМОЙ СИСТЕМЫ ТОЧЕК

Перемещением плоской гомографически - изменяемой си
стемы точек будем называть такое перемещение, при кото
ром прямая, принадлежащая этой системе точек, не меняет 
своей кривизны во всех своих точках, т.-е. ’прямая остается 
прямой.

Отнеся нашу систему точек к совпадающей с ней по
движной плоскости и выбрав на подвижной и неподвижной 
плоскостях соответственно оси координат Oxuv и О2ху, можно 
уравнения, связывающие х и у — координаты точек движу
щейся фигуры относительно неподвижных осей и и, V — коор
динаты точек системы относительно подвижных осей, записать 
следующим образом :

_ • ѵ — 1*и + . Z п
/зП + ^зѴ + Пі’ у /дИ + ^зѴ + Лз’

отсюда, введя трилинейные координаты, напишем :

_х_1,и 4- m¡v -j- п$у у _ Z2u + т2\ -|- n2w. 
z ~~ l3u-\~m3v-\-n3w' z ~ l3u-Jгm3v-\-тг3w,

Обозначив :
lz = l3u+tnsv-\-n3w,

можно уравнениям преобразования (1) дать следующий вид:

lx — l2u 4- tny 4- п-jW ; 
Zy =/2u 4-m2vn2w ; 
Iz ^l3u-\-m3v-\-n3w,

(2)

Из этих выражений томографического преобразования не
посредственно следует указанное выше свойство прямой при

X
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перемещении плоской гомографически-изменяемой системы 
точек. •

В с. д. уравнение прямой в неподвижных трилинейных 
координатах имеет вид:

ах + by -j- cz — 0 ;................................ (3)
Уравнение это, на основании (2), записывается :

(l-ß + l2b +и + (^ій + + n¡c) V + (п^а + ПцЬ + n3c) w = 0;
но это уравнение — первой степени относительно подвижных 
координат и, V, w, т.-е. выражает уравнение прямой.

Напомним теперь некоторые определения понятий о двой
ных образах.

1. Точки, представляющие различные положения, занима
емые одной и той же точкой перемещающейся фигуры, на
зывают гомологичными точками.

2. Прямая, соединяющая две гомологичные точки,— гомоло
гичная прямая.

3. Совпадающая пара гомологичных точек — двойная точка.
4. Прямая, соеди

няющая две двойные точ-
1/ ки,— двойная прямая, 

представляющая собою 
две совпадающие гомо
логичные прямые.

5. Треугольник, сто
роны которого суть двой
ные прямые, называют 
двойными треугольни
ками.

Теорема I. Всякому перемещению 9 гомографически изме
няемой системы точек в своей плоскости соответствует одна 
или три вещественные двойные точки.

Иными словами, нужно доказать, что при перемещении 
плоской гомографически - изменяемой системы точек суще
ствуют одна или три вещественные точки, принадлежащие 
этой системе, которые совпадают с гомологичными им точ-

’) Под «всяким перемещением» будем подразумевать всевозможные 
перемещения, кроме тех, которые исключим при ходе доказательства.

V
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ками в любом положении, занимаемом при перемещении этой 
системой.

Нетрудно видеть, что координаты этих точек по отно
шению к подвижным осям пропорционально их координатам 
по отношению к подвижным осям.

В самом деле, пусть неподвижные координаты двойной 
точки AÍ будут „Xя и „у“, а подвижные „ц“ и „ѵ“, найдем 
(см. черт. 27) из треугольников О2ЛМ2 и O1MA¡

МА2_ О2А2 _ О2М
МА! — ОИ, - ОіМ

Обозначив
О2М 
ОіМ

Получим
X = ки ;

Так как
X _
г ~ С

то
Z__ X 
1 ~ U

т.- е.

= k-,

У = kv,

и

и
z = kÇ

поэтому
Іх = Іки 

ly = Ikv 

lz = lk£
введя

S = kl

уравнения этих двойных точек (2) запишутся :

Іх = Su = ljU + ту + rijW ; 
ly = Sv = l2u m2v + n2w ; 
lz = Siv = l3u 4- m3v 4- n3w ;

. . .(3)

5. И. E. Огиевецкий
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откуда :
І! —S лх

/з m5-S n2 
i3 m2 n3 = S

= 0 • (4)

Уравнение (4) называется характеристическим уравнением 
томографического преобразования.

Уравнение (4), имеющее 3 корня, не имеет нулевых реше
ний ; в противном случае :

/х /«i лх 
12 т2 п2 
ls п3

= 0 . . • -(5)

что исключает взаимно - однозначное соответствие, существу
ющее между точками изменяемой системы, подвергаемой кол- 
линеарному преобразованию.

Если l2 = m1-, Із — п^ гпз--п2, то (4) представляет собою 
симметрический определитель Cauchy, который имеет три 
вещественных корня. Исключая из рассмотрения случай крат
ных корней, найдем, что значения S, удовлетворяющие (3), 
суть три различных вещественных числа, или два веществен
ных и одно мнимое, следовательно, данному перемещению 
соответствуют три вещественных точки или одна вещественная 
и две мнимые сопряженные двойные точки.

Теорема II. Всякому перемещению плоской коллинеарно- 
изменяемой системы точек в своей плоскости соответствует 
двойной 'треугольник.

Допустим противное : двойные точки, соответствующие 
перемещению, лежат на одной прямой. Тогда справедливы 
соотношения :

«Л + ѴіУі + W& = u2xx + v2y1 + iv2zx ; 
«1*2 + vyy2 4- wxz2 = u2x2 + v2y2 -4 w2z2 ; 
ЛхХ3 -j-ѴуУз -j- IVXZ3 = u2X3 4- ѴгУз 4“ і

. . (6)

(xx, ylt zx), (x2, y2, z2), (xg, y3, z3), — однородные координаты двой
ных точек, ибо двойная прямая удовлетворяет соотношению:

u1x-4vxy + iv1z = ................ (7)
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откуда
(Ü! — ц2) xx + (vx — v2) y! + (iVj — w2) zt = 0 
(üi — u2) x2 + Où — v2) y2 + (Mù — w2) z2 = 0 
(«1 — U2) *3 + Où — v2) y з + Ol — Wsi 2з = О

• (8)

Определитель этой системы

*х Ух Ъ
х2 У2 z2 
х3 Уз г3

неравен нулю, ибо, в противном случае, уравнения (1) не уста
новили бы взаимно - однозначного соответствия между (х, у, 2) 
и (/, и, ѵ).

Отсюда, (6) имеет только одну систему решений — нули ; 
следовательно,

«х = и2 ; ѵг = ѵ2 ; w1 = w2,
т.-e. все точки 'двойной прямой (5) —двойные точки, что про
тиворечит теореме I.

Теорема III. Двойной треугольник, соответствующий дан
ному перемещению коллинеарно- изменяемой системы точек 
в своей плоскости, содержит одну или три вещественных прямых.

В самом деле, всякому перемещению гомографически изме
няемой системы точек в своей плоскости соответствуют три 
вещественных двойных точки, или одна вещественная и две 
мнимые сопряженные точки.

В первом случае двойной треугольник содержит три ве
щественные прямые, а во втором — одну вещественную и две 
мнимые стороны.

Примечание. Приведенные три теоремы, представляющие 
собою аналитическое изложение предложений В. Лигина, вы
сказанных им в его статье 9 : «Sur quelques propriétés géomét
riques du déplacement plan sur son plan», изложены в нашей 
статье2): «Об одном мемуаре Лигина».

Рассмотрим теперь частный случай перемещения плоской 
томографической изменяемой системы точек — перемещение 
плоской подобно-изменяемой системы точек в своей пло
скости.

1) Nouwelles annales de Mathématiques, 1873, т. XII, p. 481 —494. 
9 «Известия Екатеринославского Горного Института», 1923 г.

5*
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Установим теперь уравнения подобного преобразования.
Рассмотрим неподвижную плоскость, в которой задана 

координатная система. Пусть твердая (неизменяемая) система 
точек, содержащая координатную систему с осями, переме
щается в плоскости, одновременно подвергаясь растяжению, 
переходит в систему точек, подобную системе, так что точке 
системы с координатами х, у соответствует точка системы с 
координатами Ç, r¡.

Нетрудно видеть, что связь между координатами х, у 
и £, r¡ определяется соотношениями :

x — a-j-Á^cosO — rjSinö) 1 
у — bЛ (Ç sin Ѳrj cos 0) /....................

где Â — множитель подобия, а, b — координаты подвижного на
чала, 0 — угол между положительным направлением 0^ иОх.

Соотношения (9) в трилинейных (однородных) координатах 
записываются :

стх = аЦ -f- Я£ cos 0 — ÀrjsinO-, 
оу = №;-}- fé sin Ѳ 4- fa¡ cos Ѳ ; 
ctz = £;

. (Ю)

Нетрудно видеть, что (10) получаются из уравнений (2), 
когда

/і = а; 
/a = ¿; 
Í3 = 1 ;

zzzj = Я cos Ѳ ; 
т2 = Л sin Ѳ -, 
т3 = 0;

Пу = — Я sin Ѳ ; 
n¿— ì.cosO;,
л3 = 0;

• • - СП

т.-е. (10) выражает собою томографическое преобразование. 
Докажем теперь следующую теорему:
Теорема IV. Всякому перемещению подобно изменяемой

системы точек в своей плоскости соответствует одна веще
ственная и две мнимые двойные точки.

В самом деле, уравнения (3) для двойных точек в этом 
случае, на основании (И), имеют вид:

lx = s£ = Я£ cos Ѳ — Âîj sin O-\-aÇ-, 
ly = sr¡ — Я£ sin 0 4- Ár¡ cos 0 -)- bÇ ; 
/z = s£ = £ ;

. - (12)
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а характеристическое уравнение томографического преобразо
вания (4) запишется:

kcosO— S
Я sin Ѳ

— л sin Ѳ
á cosO — S

a
b = 0;

0 0 1 —S
т.- е.

(1 — S)[(Acos0 — S)2 + z2sz'zz2ö| = 0; .... (14)

Пусть О /- 0 (случай Ѳ = 0 исключаем, т. к. он соответ
ствует случаю перенесения, который мы не рассматриваем). 
Тогда S = 1 простой вещественный корень (14).

Другие два корня (14) имеют вид:

S = Âcos0 Â2cos26— X2 = ?.е +.... (15)

Отсюда, перемещению, определяемому при помощи (10), соот
ветствует одна вещественная и две сопряженные мнимые двой
ные точки.

Теорема V. Всякому перемещению плоской подобно - изме
няемой системы точек в своей плоскости соответствует одна 
вещественная двойная прямая1).

На самом деле, указанному в теореме перемещению со
ответствует одна вещественная и две сопряженные мнимые 
точки. Тогда, на основании теоремы XII (глава VIII), двойной 
треугольник, соответствующий перемещению подобно - изменя
емой системы точек в своей плоскости, содержит только одну 
вещественную двойную прямую.

Примечание Г. Как следует из соотношения (12), беско
нечно-удаленная прямая 2 = 0 переходит в бесконечно-уда
ленную прямую £ = 0; иными словами, подобные преобразо
вания характеризуются тем, что соответствующая двойная 
прямая — бесконечно - удаленная ; прямая эта называется осью 
гомологии.

*) Результаты, касающиеся инвариантов гомотетичных преобразо
ваний, Сообщены Днепропетровскому Физико - математическому Обществу 
10/XI-1930 года.



Глава X

НЕКОТОРЫЕ СЛУЧАИ ПЕРЕМЕЩЕНИЯ ИЗМЕНЯЕМОЙ 
СИСТЕМЫ ТОЧЕК В СВОЕЙ ПЛОСКОСТИ

В этой и последующей главах займемся исследованием 
плоских кривых на основании свойств перемещения изменя
емой системы точек. Метод этот разработан МаппЬеіт’ом 9-

Решим следующую за
дачу. Пусть дана прямая 
АВ, огибающая последова
тельные ее положения (Е), 
точка касания этой кри
вой с АВ, траэктории (А) 
и (В) точек А и В, а 
также нормали в этих точ
ках. Требуется построить 
нормаль в точке М, когда 
прямая АВ, принадлежа
щая треугбльнику АВМ, 
изменяется при перемеще

нии по своей огибающей так, что треугольник АВМ оста
ется подобным первоначальной форме (см. черт. 28).

Так как при перемещении АВ углы А и В — постоянны, 
то «а» — точка пересечения нормалей к (А) и (В)— мгно
венный центр, соответствующий данному положению угла А, 
а «Ь»— точка пересечения нормалей к (В) и (В) — мгновен
ный центр, соответствующий углу В (см. главу II). Перпенди
куляры aF и bG дают F и G — точки касания AM и ВМ с 
их огибающими. Т. к. угол М — постоянный, то пересечение

*) См. А. М а п п h e і m. «Principes et développements de géométrie 
cinématique», Paris, 1894, a также L. Creí і er. Géométrie cinémathique 
plane, Bienne, 1908.



71

aF и bG дают точку «т»— мгновенный центр. Отсюда тМ— 
искомая нормаль.

Из решения этой задачи вытекают три теоремы, на которых 
основаны правила построения радиуса кривизны плоских кривых.

Теорема I. При перемещении в своей плоскости подобно
изменяемого треугольника отношение расстояния мгновенного 
центра, соответствующего данному углу, от мгновенных центров, 
соответствующих другим углам, равно отношению сторон, за
ключающих данный угол.

В самом деле, треугольники abm и АВМ подобны, вслед
ствие перпендикулярности их сторон ; поэтому

am _ AM 
bm ~ BM '

изменяемая прямая перемещается наТеорема II. Когда 
трех заданных тра- 
экториях таким об- 

АМразом, что г,посто-Aiß
янно, то перпенди
куляр к АВ, пере
секающий нормали к 
траэкториям в точ
ках, удовлетворяю
щих соотношению

та _ AM 
mb — MB’

пересекает прямую АВ
Пусть треугольник

точке ее касания с Е.
АВМ сводится к прямой АВ (см. 

черт. 29). Проводим ad параллельно АВ, так что аѣ = АМ и 
Le = MB, потом b соединяем с е и из точки L проводим 
линию, параллельную eb и пересекающую нормаль к Е в 
точке «т». Из подобия adm и aeb следует (см. черт. 27) :

am_ AM
mb~ MB’

но тогда аЕ _|_ АВ, что и требовалось доказать.
Теорема III. Когда перемещающаяся изменяемая прямая

во всех занимаемых ею положениях пересекает три кривые
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таким образом, что к одной из них она постоянно нормальна,

причем const, то перпендикуляр к АВ, пересекающий
МВ

нормали к (М) и (В) в точках, удовлетворяющих соотношению
am AM л г, с ло— = встречают прямую АВ в Е, точке касания АВ с (Е) 

(см. черт. 30).
Точка эта — центр кривизны в А кривой, к которой АВ 

нормальна. Пусть треугольник АВМ сводится к прямой, совпа
дающей с нормалью к (Л) 
в А (см. черт. 28). Тогда 
точки а и Е совпадают и 
представляют собою точку 
касания нормали к (А) в А с 
ее огибающей (Е). Тогда (Е) — 
развертка кривой (Л), а по
тому точка Е или а — центр 
кривизны кривой (Л) в Л.

Приложим теперь изложенные теоремы к построению цент
ров кривизны некоторых кривых.

Центр кривизны эллипса

Пусть OD и ОЕ — направление осей эллипса, а М — точка, 
касательная и нормаль в которой — ED и АВМ. Прямая АВМ 
во всех положениях, занимаемых ею при перемещении, пере
секает три кривые: оси OD и ОЕ и эллипс, причем к эллипсу 
она нормальна.

Кроме того, из уравнения эллипса:

X2 , у 

а2'Ь2
следует :

то - есть

2х_ 2уу' 
о2 Ь2

Ь3х
а2у
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Следовательно,

ВМ = |«| = , + Ь*х*
а*у2

= j2 l/ö4x2 + uV.

Аналогично можно показать, что 

AM = Â l/b*X2 4- (Ay2 ;

т.-e.
AM аг
DM = -ïà = const-ВМ b2

Таким образом, удовлетво
ряются условия III теоремы, а 
потому искомый центр кривизны 
точка «гл» — основание перпен
дикуляра к АВ, пересекающего 
в «Ь» нормаль FB к OD и 
в «а» — нормаль FA к OF, где

am _ AM 
bm ВМ

(см, черт. 31).
Проведя прямую BL, перпендикулярную прямой АВ, мы 

получаем :
LK _МЕ mA 
LB~ MD~ тВ'

где ME и MD,— оси эллипса, описанного М ; поэтому LM — 
диаметр его.

Отсюда, чтобы построить центр кривизны в данной точке 
эллипса, нужно провести нормаль в точке М. Из В — точки 
пересечения нормали с одной из его осей — восставляем перпен
дикуляр к нормали, пересекающей ОМ — диаметр эллипса в L. 
Точка пересечения линии, проведенной через точку L парал
лельно другой оси с нормалью АВМ — искомый центр кри
визны.

Легко показать справедливость следующих двух правил 
построения центра кривизны эллипса.
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I. Проводят прямую ЕВ; она пересекает MS, параллель
ную OD, в точке S. Прямая, проведенная из S параллельно О А, 
пересекает нормаль в точке М в искомом центре кривизны.

II. Ab и Ва — перпендикуляры к осям эллипса — пересекаются 
в точке F. Из этой точки опускают перпендикуляр на диа
метр ОМ, который пересекает нормаль в точке М в искомом 
центре кривизны.

Центр кривизны параболы

Рассматривая параболу, как эллипс, центр которого, на
ходясь на данной оси, бесконечно удален, можем построение

выполнить согласно первому пра
вилу построения центра кри
визны эллипса. Из А, точки пере
сечения нормали с осью, про
водим перпендикуляр к AM до 
пересечения его в D с диаметром 
MD. Из D восставляем перпенди
куляр в MD, который пересечет 
нормаль в искомом центре кри
визны.

Докажем следующую теорему 
о радиусе кривизны параболы (см. 
черт. 32).

Теорема IV. Радиус кривизны 
параболы равен двойному отрезку

нормали, заключенному между параболой и ее директрисой.
В самом деле,

ML = MF (а)

т. к. каждая точка кривой одинаково удалена от фокуса и 
директрисы.

Т. к. Z DMA = £ AMG, потому что касательная к пара
боле в данной точке образует одинаковые углы с фокальным 
радиусом - вектором и соответствующим ей диаметром, то тре
угольники AMD и AMG равны, поэтому (см. черт. 32)

MD —MG; DA = AG ...................................... (Д)
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Из (а), (ß) и подобия Д-ковAGF и DGM следует: 

MF = FG = 2 DM = ML

С другой стороны, из подобия Д-ков MNL и MDtn:
MN _ ML _ 1 
Mm ~ DM ~ 2 '

Отсюда
Mm = 2MN,

что и' требовалось доказать.

Центр кривизны гиперболы

Как известно, отрезок касательной к гиперболе, заклю
ченный между ассимптотами, делится точкой .касания на раз
ные части. Мы можем этот отрезок рассмотреть, как треуголь
ник АВМ (см. черт. 28), в котором А и .с совпадают. Отрезок
этот — прямая, пересекающая 
при перемещении три кривые, 
из которых одна — огибающая 
прямой — наша гипербола, а 
две другие — ее ассимптоты. 
Так как

ДМ
ВМ~ ’

теоремы —т.-е. постоянная величина, то на основании
am_ AM
bm BM

где т — точка пересечения нормалей в бесконечно - близких 
точках, которые представляют собою совпадающие точки МнЕ — 
искомый центр кривизны.

Отсюда центр кривизны гиперболы — середина отрезка 
нормали, заключенного между перпендикулярами и ассимпто
тами в точках пересечения их с касательной.

Центр кривизны эпициклоиды

Пусть О — центр базы, С — центр рулетты и М — данная 
точка (см. черт. 34).



76 —

Нормаль к эпициклоиде в точке М — МА, где А — мгно
венный центр 1-го порядка, соответствующий данному пере
мещению.

Проводим из О прямую, параллельную MC, до пересечения 
с МА в точке В. Тогда имеем

MC. О АВО = - ¿д = const,

т. к. величины, входящие в правую часть нашего равенства, 
постоянны.

Опишем вокруг О окружность радиуса OB. Нормаль AM — 
прямая, которая при перемещении в своей плоскости пересе

кает три кривые : базу, 
окружность радиуса OB и 
эпициклоиду, описанную 
точкой М, причем во всех 
положениях нормальна эпи
циклоиде. Кроме того,

Черт. 34

Тогда на основании III-й теоремы т— основание пер
пендикуляра к AM, пересекающего ■ нормали АО и ВО в точ

ках а и b так, что = —центр кривизны эпицикло-
’ mb МВ

иды в точке М.
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Отсюда, чтобы построить центр кривизны в данной точке 
эпициклоиды, проводим AD_\_AM, где D — точка пересечения 
AD с MC ; потом соединяем D с О «т»—точка пересечения 
DO с нормалью AM — искомый центр кривизны. В самом деле,

am _ AD _ AM 
bm ~~ DE ' ' BM '

»
Центр кривизны циклоиды

Т. к. циклоида — эпициклоида, база которой имеет центр 
кривизны в бесконечно-удаленной точке, то центр кривизны 
циклоиды строят по предыдущему правилу. В этом случае О — 
бесконечно - удаленная точка ^поэтому нужно из D — точки пере
сечения AD J_ AM с MC — провести линию, параллельную С А. 
Она пересекает AM нормаль к циклоиде в точке т — соответ
ствующем центре кривизны циклоиды (см. черт. 35).



Глава XI

ПЕРЕМЕЩЕНИЕ ИЗМЕНЯЕМЫХ МНОГОУГОЛЬНЫХ і) 
ФИГУР

Теорема I. Пусть заданы траэктории концов отрезка 
изменяемой прямой, перемещающейся в своей плоскости, и 
(Е) — огибающая последовательные ее положения; тогда:

где I — длина отрезка, d(w) — угол соприкосновения огибающей 
(£), ab — прямая, соединяющая мгновенные центры I - го порядка, 
соответствующие перемещениям отрезков АЕ и BE (см. черт. 36).

Пусть АВ — данный отрезок и (£)— его огибающая. Пусть 
АЕ — неизменяемый отрезок, заключенный между А и Е — 
точкой касания АВ с огибающей (£), длина которой = I. При 
бесконечно-малом перемещении АЕ переходят в А'Е'.

■ Пусть а — мгновенный центр, соответствующий данному 
перемещению. Угол rf(cu), заключенный между аЕ’ и аЕ— нор
малями к Е, равен углу, заключенному между касательными 
к (£) в Е и Е', т.- е. углу соприкосновения кривой (£). Легко 
видеть, что :

EE' = aE.d(<o) ........ (1)

BE, как неизменяемый отрезок при бесконечно малом 
перемещении, переходит в В"Е", и этому перемещению соот
ветствует мгновенный центр «£» ; поэтому

ЕЕ" = bE.d(a>)................................ (2)
Тогда и (1) и (2) полное изменение отрезка АВ, равного I, 

выражается :
d (/) = Е'Е" = (аЕ -\-BE).d (со) = ab d (cu),

>) Рассмотренные в этой главе задачи приведены также у Mannheim’a 
и L. Сгеііег’а (loe. cit.).
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т,- e.
d(0
d(<»)

— ab......................................... (3)

Следствие. Если траэктория (ß) совпадает с огибающей 
(Е'), то

d(AE)_ 
d (w) (4)

где Е'" — центр кривизны (£) в Е.

Теорема II. Пусть угол ЕВС— первоначальное положение 
изменяемого угла, (£) и (С) — огибающие его сторон и (ß)— 
траэктория вершины В. Тогда

1_Л1
сВ ЬВ\d(EBC) = d(b)

(см. черт. 36).
При переходе его в бесконечно-близкое положение Е’В’С, 

получаем :
k -f- d (к) т -J- d (œ) = к + т + d (о/ ) = 180°,
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где d (со) и d(cü') — углы соприкосновения кривых (Е) и (С), 
¿EBC = k, ¿E'B'C’ = k+d(k)-, и т = лВКС\

следоват.
d (ЕВС) = d (ta'} — d(o>)........................ (5)

Элемент траэктории d (В), описанной вершиной В, можно 
рассматривать, как дугу окружности, описанную нормалью IB, 
вращающейся вокруг b — мгновенного центра, соответству
ющего углу d(cü), или нормалью СВ, вращающейся вокруг мгно
венного центра с, соответствующего углу d (to') ; поэтому

или
d(ß) = èßd (<y) = cßd (с«'); 

., ч нг /ч d(ß) (О

Из (5) и (6) находим:

d (ЕВС) = d (ß) '1 _ 1 
сВ~ ЬВ ........................ (7)

Примечание. Теорему II, на основании (5), можно еще 
так формулировать :

«Изменение перемещающегося угла равно разности углов 
соприкосновения огибающих его сторон».

Теорема III. Пусть задан перемещающийся отрезок АВ, 
огибающая его Е и траэктории его концов (Л) и (ß); тогда

d(A)_AT.AE 
d(B)~ ВТ BE’

где АТ и ВТ — касательные к (А) и (ß) (см. черт. 36).
Применяя рассуждения, аналогичные приведенным при вы

воде (6), имеем :
d (В) = ЬВ. d (ta) 

d(A) = a Ad (œ) ;
следовательно,

d(Ä)
d(ß)

aA
ЬВ

черт. 36),Кроме того (см.
аА __ АТ ЬВ _ ВТ 
AE~TW' BE~~TW’

(8)
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отсюда:
аА АТ AE

........................ (9)ЬВ ' Bf BE ' ‘ •
Из (8) и (9) находим:

d(A)
d{B)

AT AE
ВТ'BE' ' ........................ (10)

что и требовалось доказать.
Докажем теперь на основании II-й теоремы следующее 

свойство центра кривизны эллипса.
Теорема IV. Данная точка эллипса гармонически связана 

с соответствующим ей центром кривизны по отношению к 
точкам пересечения перпенди
куляров к радиусам - векторам, 
восстановленным из фокуоов с 
нормалью в данной точке эл
липса.

Как известно, нормаль к 
эллипсу в данной точке — бис
сектриса угла FBF', образован
ного радиусами - векторами дан
ной точки. (См. черт. 37).

При бесконечно малом пе
ремещении точки В по эллипсу, угловые изменения F'BC и 
Fbd равны; поэтому на основании (7) имеем:

1 1 1
с В

1
jjBd(ß; = d(B)dB цВ

где jj— центр кривизны, соответствующей точке В, а с и d — 
центры кривизны в точках F и F', огибающих стороны BFnBF', 
следовательно,

2 = 1 + 1 
jjB dB' сВ

Примечание. Из этой теоремы можно вывести известное 
правило построения центра кривизны в данной точке эллипсаJ).

Займемся свойствами радиусов кривизны некоторых кри
вых.

’) Mannheim (loe. cit.), р. 48.
О. И. Е. Огкевецкий
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Теорема V. Пусть задана прямая D и кривая (Л). На 
ординатах точки кривой, параллельных ординате РА, строим 
треугольники, подобные треугольнику АРМ так, что одна из 
их вершин М описывает кривую (AÍ); тогда:

АТЯ ML. 
r' * МТ3 • AL ’

где г и г> — радиусы кривизны, а^ АТ и? МТ — касательные 
к (Л) и (AÍ) в Л и М, проведенные из некоторой точки Т, 
лежащей на прямой D. (См. черт. 38).

а

В самом деле, система треугольников, подобных АРМ, 
образует гомологичные фигуры, ось гомологии которых — беско
нечно-удаленная прямая (см. главу VII, примечание II); поэтому 
треугольники эти, по теореме Дезарга, находятся в перспек
тивном положении, т.-е. вершины их лежат на прямых, пересе
кающихся в одной точке. Касательная в Л к (Л) и к (Ai) в М — 
две из этих прямых; поэтому Т — точка пересечения этих 
касательных — точка, в которой указанные прямые пересе
каются.

На основании формулы (10):

d (Л2 _ АТ АЕ 
d(M)~~ МТ ' ME '
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Т. к. AM и MP во всех занимаемых ими положениях парал
лельны, то Е — точка касания их с огибающей — бесконечно 
удалена ; поэтому :

d(A) _АТ
d (М) ~ МТ................................ OD

Кроме того, см. (6)

d (Д) = rd (ío) ;

rf(T).d(w)== аТ

d(M)-~

d(üf)

■ r'd (со») ;

d(T).
bT ’

следовательно,
гі(Д) _AT _r. bT 
d(M) ~ MT~ r'at ’

T.- e.

r _ АТ аТ _ А’П ML 
г' ~ MT Ь'ГЛТП'ЛЬ'

потому что из прямоугольников ЬМТ и аАТ, предполагая,
t іл ¿MTb = t', следует, что

AT — аТ cos t ; Тх
m I _ ÄT

MT = bT cos V : ту
■ asr=MT

Теорема VI. Радиусы кривизны двух точек эллипса отно
сятся, как кубы отрезков касательных, заключенных между 
точкой ‘их пересечения и точками касания.

Предположим, что (Д) и (М) образуют эллипс, а прямая D — 
диаметр ху, сопряженный с хордами, параллельными М"А"‘ 
(См. черт. 39).

9*
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Тогда подобные треугольники сводятся к прямым, параллель
ным М"А", причем A"L — M"L', поэтому на основании пре
дыдущей теоремы (см. 12) :

№'_L_ А'1\ 
г в" “ AÍ Т> ‘ A"L ~ ’

Рассмотрим еще следующие два примера.
Пример I. Пусть дана прямая АВ, соединяющая концы 

часовой и минутной стрелки. Определим точку Е, в которой 
прямая касается своей огибающей. (См. черт. 40).

По условию, отрезок дуги, пройденный концом минутной 
стрелки, в 12 раз больше отрезка дуги, пройденного концом 
часовой стрелки, т.-е.

d(ß)_12 ЬВ 
d(À) 1 ~~ аА ’

где а и Ô—-точки, в которых нормали к (Д) в А и к (В) в В 
пересекаются с нормалью (£) в Е.

Из подобия аЕА и ЬЕВ следует :

BE _ЬВ_
АЕ аВ ¿’

АВОтсюда Е — точка, расстояние которой от А равно .

Отсюда, центр кривизны — точка, расстояние которой от Е 
abравно - .

Пример II. Дан перемещающийся изменяемый треугольник, 
стороны которого касаются трех данных кривых; заданы 
также траэктории (А) и (В) вершин А » В. Найдем нормаль 
к кривой (Л4), описанной вершиной М.

На основании формулы (8) :

d(A)^ аА _ d(B) b’B . d(M) = тМ 
d(B)~ ЬВ ’ d (М) “ тМ ’ d (А) ~ а’А

Отсюда :
аА Ь'В т'М _ 
а'А ЬВ ’ тМ ~~ ’
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т.- e.
Mm _ aA. b'B
Mm’ ~ a'A . bB

Соотношение это и дает возможность построить искомую 
нормаль.

Подобным образом, когда даны траэктории всех вершин 
треугольника, а также огибающие последовательные положения 
AM и ВМ, можно определить точку е, в которой третья сто
рона АВ касается своей огибающей. Для этого опускают на 
АВ перпендикуляр из какой - нибудь точки нормали (А) или 
к (В) так, чтобы

аА __ Мт. ЬВ 
а'А — Мт'. Ь'В’
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